Kangurun — Matematikens hopp
Student 2012

Hir foljer svar och losningar, samt rittningsmall och redovisningsblanketter. Vi ger forslag till 16s-
ningsmetod. Bland eleverna i klassen finns sikert andra losningsmetoder representerade. I det fort-
satta arbetet med problemen kan dessa diskuteras och jimforas.

Ritta elevernas losningar och redovisa resultaten pa webbadressen: ncm.gu.se/kanguru/
Om du far problem med att redovisa via niitet, hor av dig till oss pa kanguru@ncm.gu.se eller pa telefon
031-786 69 85. Vi ber er redovisa era resultat senast 27 april.

Resultaten dr virdefulla fér oss i vart fortsatta arbete med att utveckla Kinguruproblemen. Vi har valt
attinte ta nigra deltagaravgifter, vilket man gor i flera andra linder. Att lita er skdta rittning och redo-
visning av resultat ir ett sitt att halla kostnaderna nere. Vi ir medvetna om att redovisningen tar tid,
men vi ber er ind4 att &tminstone fylla i redovisningsblankett A. Ett underlag till hjilp for bokforing
av klassens resultat finns att hiimta pa niitet.

S4 snart du redovisat klassens resultat far du forslag pa hur man kan arbeta vidare med problemen.
Bland dem som gor en fullstindig redovisning, bide blankett A och B, lottar vi ut bokpaket.

Svar och l6sningar

1 E:13

Vattennivan ir dver 30 cm frén kl. 4 till k111 och fran kl. 14 till kl. 20, sammanlagt 13 h.
2 C:5

Vi kallar de tre mittersta talen for a, b och c.

Det giller att

1: 2ab=30 ger ab=15
2:abc=90och ab=15gerc=6
3:12bc =360 och c=6 gerb=5

3 A
Vi kan konstatera att langa visaren anger minuter, mellanvisaren timmar och korta
visaren sekunder.

4 C:32cm?
Rektangelns area ir 64 cm? Fyrhorningarna ANMD’ och AMNB ir kongruenta, sa
arean av fyrhorningen ANMD' ir 32 cm?,
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C: 144 m?
Eftersom lingden ir 16 m, sd har diagonalen i var och en av de lika stora kvadraterna
lingden 8 m. Arean av en sddan kvadrat ir 32 m?. Den tredje kvadratens sida ir 8m

och arean ir 64 m?% Den ritvinkliga triangeln har arean 16 m?. Hela omradets area i
m?dr 2-32+64+16=144.

E:x<-8
x?>0for alla reella x, 23>0 for x>0 och x* <0 for x <0. x*> 64 ger x > 8 eller x < -8.
For x> 8 dr x3>x?. Alltsd x<-8.

C: 36°
[ en regelbunden femhorning ir varje vinkel 108°. Triangel ABC B
ir likbent. Det ger att vinkeln o1 = (180°—-108°) /2 =72°/2 =36°.

JA

A:240 C

Det finns bara ett tvasiffrigt tal som ir en potens av 5, nimligen 5?=25. Det finns
tre tvasiffriga tal som dr en potens av 2, nimligen 2*=16, 2°=32 och 26=64. Om
siffersumman av deras aldrar ska vara udda maste en dlder ha en udda siffersumma,
det har 25, och en alder ha en jimn siffersumma, det har 64. Sifferprodukten blir da
2-5-6-4=240.

D:20%

For varje utflyktsmal var det 20 % som inte deltog. Da maste minst
100% —4-20 % =20 % ha besokt alla fyra utflyktsmalen.

C: Det finns dubbelt s& manga flickor som pojkar i klassen.

3,6p+4,2f

Anta att det finns p pojkar och fHlickor i klassen. D3 giller 7

Ekvationen ger att f=2p.

B:v/2

W: V2. 2% = W:(Q%)%:Q
ellermz f/(\/ﬁ)Z\/Q: f/(\@)g:\/ﬁ
D:11

For varje naturligt tal n giller att n?% < 53%0<n?10 < 5310 & (52)10< (53) 10
n’< 5« n? <125 och det storsta naturliga tal n som uppfyller den sista olikheten ir 11.

4,0.
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!
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D:37

Anta att det finns n platser. D4 kan summan av platsernas nummer beriknas med
n(n+1)/2. Eftersom en plats har sélts tvd gnger s ir n(n +1)/2<857. Det ger
n(n+1)<1714. Det storsta heltalet n som uppfyller olikheten ir n=40. D3 dr summan
av platsernas nummer 820. Alltsd har man sélt dubbla biljetter till plats 37. For n <40
giller n <39 som ger n(n +1)/2 <780 och eftersom den extra biljettens nummer inte
kan vara storre dn n s kan summan inte vara 857.
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4 Dif(z) = é

Losning 1:Vi beriknar sambandet f (— for var och ett av svarsalternativen.
X

N—

2 1 2 1 T
A: = — —|===2 5 ==
s =2 s (1) =T=mry=]
1 1 T 1
B = —-— p— p— p— 1
fa) = — ger J ) e R

17 f(x)

1 1 1 1 1+ 22 1 x
E —= —_ —_ = — _ = — = =
flx)=x+ — ger f az) x—l—% x—#x . 7££E+% T

1 1 1 1
Losning 2: f(z) = — ger f (E) =1 = ) Ingen av de dvriga funktionerna kan

uppfylla villkoret dirfor att f (é) = ﬁ gerforx=1,f (1) = ﬁ och
2

(f (1))? = 1. For de 6vriga funktionerna har vi foljande virden pa (f (1))
A:4,B:1/4,C:40chE: 4

4
5
Vi ritar kvadraten ABCD och markerar det som ir givet. Vi

15 B

drar GH parallell med FD. D4 ir ACGH likformig med ACFD. A [
Eftersom 3CG = 2GF sd iir CG:CF =2:50ch GH=GH :FD =
CG:CF = g D4 dr hojden h fran G mot basen b = BE i ABEG ]E
8 -2 4

. 2 _2_Z . 5 _

lika med F = Arean ir - = F B
ab
16 :
a-+c

Dela triangeln i tvé trianglar med hojden  och
baserna a och c.

ab ar cr

Triangelnsarea=—"" — == 1+ = Forenklin
g 5 5 + 5 g
gerab=(a+c)rochr= ab )
a—+c
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C:4V3
En triangel med vinklarna 30°, 60° och 90° (en halvliksidig triangel) har mellan
sina sidor proportionerna 1:v/3: 2. Lit talen 1 ill 12 std som punkternas namn.
Mittpunkten betecknar vi M. Mittpunktsvinkeln mellan tvd pa varandra foljande
timmar (tex vinkeln 1,M,2) ir alltid 360°/12 =30°. Lit d(PQ) beteckna avstindet
mellan punkterna P och Q. d(8,10) =12, d(M,12) =d(9,10) =d(8,10)/2 =6. Eftersom
triangeln M,2,12 ar halvliksidig sa ir d(12,2) =d(M,12)-v/3 = 6-1/3. Eftersom
triangeln M,112 ir halvliksidig sa d(12,1) = d(M,12)/v/3 =6/+/3 =2v/3. D har vi
x=d(1,2)=d(12,2)-d(12))=6v3 - 2v/3=4V/3.

P 7-P

E: Det dr omdijligt att exakt 2012 prickar kan vara 7-P
synliga. R
En rad tirningar bildar ett ritblock med fyra

ldnga sidor och tva "gavlar” bestdende av bara en
tirningssida var. Om man klistrar ssmman tva tirningar sd att tva sidor som klistras
samman har samma antal P, prickar, s kommer dven gavlarna att ha samma antal,

7 — P prickar var. Férlinger man en rad som har lika manga prickar pa gavlarna med
en tirning enligt klistra-lika-till-lika regeln, s far man en rad med sammanlagd 7
prickar pa gavlarna.

P 7-P
/. /. P

7P

Y

Forlinger man rad med sammanlagd 7 prickar pé gavlarna, sa far man en rad med lika
manga prickar pa gavlarna.
P 7-P p

TP

R

Foljaktligen har rader med udda antal tirningar summan 7 prickar pa sina gavlar
medan rader med jimna antal tirningar lika manga prickar pa gavlarna, dvs summan
2,4,6,8,10 eller 12. Antalet prickar pa lingsidorna ir storre men enkelt att berikna,
varje tirning bidrar med tva par av motstdende sidor, alltsd med 14 prickar.

Om kingurun anvinder ett udda antal tirningar 2n + 1, s blir det totala antalet
synliga prickar (2n+1)-14+7 =n-28+ 21 dvs antalet synliga prickar ger resten 21 vid
division med 28.

Om kingurun anvinder ett jamt antal tirningar, 2n, sa blir antalet prickar pa
langsidorna 2n-14 =28-n och alla synliga prickar ska vid division med 28 ge resten 2,
4,6,8,10 eller 12. Talet 2012 ger resten 24 vid division med 28, sa det dr omojligt.

E: 45°

Lat AD vara en sddan median med D mitt pa sidan BC, BD = CD =7. En basvinkel

i en likbent triangel ir alltid spetsig. Vinkelsumman ZADC + ZADB ir 180°, si
minst en av vinklarna ADC och ADB ir > 90° och maste vara toppvinkeln i en av
deltrianglarna. Alltsd AD =7 och A ligger pa randen av cirkeln med diameter BC och
/BAC =90°. Minsta vinkeln i en likbent riatvinklig triangel ar 45°.
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D: 113
Anta att man har gjort den forsta operationen k ginger och den andra [ génger
T+k-8 7
k+1=n>0.Det betyder att =
+1=n>0.Detbetyderatt o——— = ¢

56+64-k=56+49-1

64-k=49-1
da maste k och [ ha samma tecken alltsd vara bada positiva, och eftersom de ir heltal
s& maste k vara delbart med 49 och [ delbart med 64, alltsa k> 49 och [ > 64, alltsa
n=k+1>113. Det ricker ocksd med k=49 och [=64. (7+49-8)/(8+64-7)=7/8.

B: 2 T

3
En rullning till kvadratens nista sida ir en rotation med 360°-90°-60° = 210°. Efter
4 siddana rullningar hamnar triangeln pa samma stille igen men da har den roterat
4-210°=840° eller 7/3 varv, alltsa har alla dess horn bytt placeringar. Upprepas
detta 3 ganger, dvs 12 rullningar, sa har triangeln forflyttats 4 gdnger runt kvadraten
och samtidigt roterat 7 hela varv och hela triangeln och alla dess horn befinner sig
i utgdngsliget. Vid var tredje rullning ligger punkten P stilla. Vid 2 av 3 rullningar,

alltsd vid 8 av alla 12 forflyttar sig punkten P g - (=210°) lings en cirkelbage med

7 28
radien 1, dvs 8 ginger strickan 6 vilket gor 5

D: 2012

Losning 1:

En linje parallell med linje y=x definieras med y=x+b. Linjen y=x+b

skir parabeln y=x?1 en punkt med x-koordinaten x, om och endast

om (x)?=x+b och x,# Y2 (om x =2 sa tangeras parabeln). Lit x, vara
x-koordinaten till en sidan skarningspunkt och x,=1-x,. Da har vi

() =(1-x)*=1+(x)*-2x,=1+(x+b) - 2x,=(1-x )+ b=x,+ b, alltsd ar x -
koordinaten for den andra skirningspunkten mellan linjen och parabeln. Summan
av x-koordinaterna for skirningspunkterna for linjen y=x+ b med parabeln y=x? ir
x,+x,=%+(1-x)=1. Summan av x-koordinaterna fr samtliga skirningspunkter ar
2012-1=2012.

Losning 2:
En linje parallell med y=x har ekvationen y=x +m. Koordinaterna for
skiarningspunkterna mellan linjen y=x+m och parabeln y=x? kan bestimmas med

1+4m 1 1+4m

1 Ty 1

i 1
ekvationen x*=x+m. Den har l6sningen x, = 3 +

Det ger x, +x,=1. Summan av x-koordinaterna fér samtliga skarningspunkter ar
2012-1=2012.
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B:3

Nar man har beriknat termer upp till a,,, s mirker man att a,=a och a,=a, och
man ska anvinda samma operation for att berdkna nista term a_som for berikning
av a, vilket betyder att allt ska upprepas med period 12. Summan av forsta 12 termer
4r 0, s summan av forsta 96 ska vara 8-0=0 och de 4 sista termer blir samma som de
4forstal 10,1 s summan av alla blir 3.

E: 6

Summan av talen i miangden dr 14+ 2+ ...+ 26 =26-27/2=351. Da ir

a-b=351-a-b

ab+a+b=351

(a+1)(b+1)=352 med faktorerna a+1och b+1imingden{2,3,4,..., 27} Av alla
uppdelningar av 352 i tvé faktorer: 11-32=22-16=44-8=88-4=...irdet barai22-16
som bida faktorerna < 27. Differensen ér alltsé |[a—b|=|(a+1)—(b+1)| =]22-16| =6.



Kdangurutavlingen 2012 - Student, svar och I6sningar

Uppgift A B C

Poang

—

w

VO ([N|O[Lin | A |WIN

S
N

Y
J—
o

-
N

—_
W

N

O

-
(9, ]
o

&)

N
N

%

Y
O

N
o

N
—_
vy}

N
N

N
w
vs)]

N
1N

nmninfninunnnunuulhiM|MIMIDMIDMID|DIWIWIWIW|W|W|W

SUMMA

O
(o)}

Kungl Vetenskapsakademien & NCM/Namnaren




Kdangurutavlingen 2012 - Student, svar och I6sningar

Redovisningsblankett A

Redovisning av resultat sker pd webbadress ncm.gu.se/kanguru/. Om du far problem med att redo-
visa via nitet, hor av dig till oss pa kanguru@ncm.gu.se eller pa telefon 031 — 786 69 85. Senaste
datum f6r redovisning av resultat dr 27 april.

Namn och poing for de 2 bista eleverna i varje kurs
Kurs Namn Poang

D

Om du har fler elever med mycket bra resultat kan du redovisa deras namn i ett e-brev till
kanguru@ncm.gu.se.

Antal elever med Kurs D Kurs E

77 — 96 poang
57 - 76 poang
41 - 56 poang
25 - 40 poang

13 - 24 poang

0 - 12 poang

Totalt antal deltagare
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Redovisningsblankett B

For fortsatt bearbetning av resultaten ir vi intresserade av [6sningsfrekvensen per uppgift.

Antal elever med ratt
svar
pa uppgiften

Fordelade pa kurser

Uppgift nr Kurs D Kurs E
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Arbeta vidare med Student 2012

Det finns manga siitt att arbeta med Kinguruproblemen. Problemen ir kanske inte av samma karaktiir
som eleverna moéter i liroboken. De ir sillan rutinuppgifter utan bygger pé forstaelse och grundlig-
gande kunskaper. Det idr dirfor viktigt att lita problemen leva vidare. Har man inte haft méjlighet att
genomfora tivlingen kan problemen komplettera den ordinarie undervisningen.

I samband med diskussion av problemen kommer ett antal matematiska termer att aktualiseras.
G4 igenom dem. For definitioner hinvisar vi till Matematiktermer for skolan (Kiselman & Mouwitz,
2008).

[ all form av problemlésning dr det viktigt att diskutera strategier och 16sningsmetoder. Vill man
inte arbeta genom en tivlings samtliga problem kan man exempelvis vilja ut problem som har nigot
gemensamt frin de olika tivlingarna. De kan ocksd komplimenteras med liknande problem fran tidi-
gare ars tivlingar. Nedan ges hinvisningar till liknande problem och férslag pa uppligg.

Matematiskt arbete handlar mycket om resonemang. Elever behover f4 resonera om bide matema-
tikinnehéllet och strategier for att utveckla sin matematiska kompetens. Lit dem ocksé fa argumen-
tera for sina losningar och sina val av metoder. I arbetet med alla problem bér forméagorna att resonera
och argumentera vara centrala.

Ett sitt att arbeta vidare kan vara att eleverna i mindre grupper resonerar sig fram till en gemen-
sam 16sning. Diskutera gruppernas losningar i klassen och jimfor idéer och angreppssitt. Lat ocksa
eleverna fa bedoma kamraternas 13sningar: Har de tagit hiinsyn till alla forutsittningar? Ar de tydliga?
Ar resonemanget korrekt? Fungerar [osningsmetoden pa andra, liknande problem? Diskutera vilken
information i problemet som ir nddvindig och vad som kan #indras utan att problemet férindras.

Att analysera och diskutera varandras losningar ér bra, men det kriver férstas att man arbetar lang-
siktigt s att eleverna vinjer sig vid att bide ge kritik pa ett konstruktivt sitt och att ta emot kritik.
Om de redan frin borjan far uppleva att det ir en del av undervisningen kan det bli en naturlig och
uppskattad form av arbete med problem.

Niégra fragor att dterkomma till nir problemet ir lost:

Kontrollera att losningen verkligen svarar mot fragan. Ar det ett rimligt svar? Hur vet vi det?
— Paminner problemet om ndgot annat problem vi 16st tidigare?

Vilka kunskaper hade vi nytta av niir vi loste problemet?

— Vilka nya fragor kan problemet vicka?

Lirde vi oss ndgot nytt av problemet?

Att arbeta vidare med problemen kan innebira att man noggrant gir igenom losningsstrategier och
repeterar eller tar upp teori kring anvinda begrepp. Hir finns manga tillfillen att utveckla olika mate-
matiska formagor. I efterarbetet kan det dven vara limpligt att himta in snarlika problem fran de andra
tivlingsnivderna detta &r och fran tidigare &rs Kingurutivlingar. Alla tidigare tivlingsproblem finns
att himta pa Kingurusidan pa nitet, ncm.gu.se/kanguru. Tidigare problem inom omridet geometri
ir dessutom samlade i en bok — Geometri och rumsuppfattning med kéinguruproblem. Lis mer om den
pa ncm.gu.se/node/4742

Tal och algebra

Minga problem som férkommer i Kingurun och i andra matematiktivlingar bygger pa heltalsmate-
matik. Det naturliga riknandet borjar med de positiva heltalen, som sedan utvidgas till negativa heltal.
Egenskaper hos heltal, sisom faktor, multipel, delbarhet, primtal, primtalsfaktorisering dr dirfor vik-
tiga att arbeta med. De hiir kunskaperna ligger till grunden for arbete med tal i brakform. For att 16sa
négra av problemen krivs algebraiska fiardigheter.

[ flera av drets problem ir potenser involverade. Repetera girna potenser och potenslagar.

Kungl Vetenskapsakademien & NCM/Namnaren 1
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S2
Jimfor Cadet nr 10 och 16s de tva problemen parallellt. Ta upp ekvationssystem och olika 16sningsme-
toder.

S6
Arbeta med potenser med udda och negativa heltalsexponenter. Arbeta iven med olikheter, 1t
eleverna markera svarsalternativen pa tallinjen. Rita graferna till funktionerna f{x)=x? och f(x)=x°

i samma koordinatsystem. Hur kan de anviindas till att 16sa uppgiften? Vilka x uppfyller olikheten
x?< 64 <x*? Liknande problem ir S2004 nr 5, S2005 nr 23.

S8
Taupp begreppen potens av 2, potens av 5, siffersumma och sifferprodukt.

SIl
Lat eleverna éva pa omskrivning till en potens i basen 2. Arbeta med skrivsitten a™ och V/a™ for
olika virden pé basen a.

SI12
Diskutera olika [dsningsmetoder.

SI3
Ta upp aritmetisk talféljd. Hur kan man bestimmal+2+3+ 4 +...+n?

S18

Resonera om vilken summa gaveltirningarna ger om man har ett udda respektive jimnt antal tir-
ningar. Formulera uttryck for att berikna det ssmmanlagda antalet synliga prickar om man har n tiir-
ningar. Liknande problem B2010 nr 14, S2008 nr 18, S2007 nr 1, S2001 nr 23, B2001 nr 20.

S20
Arbeta med uppgiften. Ta upp rationella tal.

S23
Ta upp olika talféljder, aritmetisk, geometrisk, Fibonacci. Liknande problem S2011 nr 19, S2009 nr 24,
S2008 nr 22,S2004 nr 17.

S24
Taupp begreppen mingd, delmingd, element, absolutbelopp.

Geometri

Flera av problemen pd Kingurutivlingen har geometrisk anknytning. I efterarbetet ir det viktigt
att lata eleverna motivera sina tankegingar och redovisa sina losningar. Vad ir ett bevis? Hur mycket
maste man redovisa i ett bevis och hur gér man detta pé ett enkelt och tydligt sitt? Hur markerar man
t.ex. att tvd vinklar ir lika stora eller att de inte ir det? Det gir inte att hiinvisa till att tvd vinklar ser
lika stora ut eller att en vinkel dr rit om man inte har fatt veta att det ir sa.

I samband med uppgifterna S4,S5,S7,S15, S16, S17,S19 och S21 kan det vara limpligt att kontrollera
elevernas kunskaper om geometriska begrepp. Be eleverna forklara vad som menas med linje, stricka,
skirningspunkt, parallellogram, parallelltrapets, manghorning (regelbundna och oregelbundna), lik-
formighet och kongruens, inskriven respektive omskriven cirkel.

Kungl Vetenskapsakademien & NCM/Namnaren 2
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S4
Hir har vi angett rektangelns métt som 4 cm x 16 cm. Ta upp det skrivsittet. Ta upp likformighet och
kongruens. Ta upp olika lésningsmetoder. Vilken area har femhorningen ABNMD'?

S5
Lit eleverna forklara hur de kan bestimma de olika omridenas matt.

S7

Ta upp vinklar och begreppen sidovinklar, supplementvinklar, likbeligna vinklar, vertikalvinklar och
alternatvinklar. Vad kan eleverna siiga om vinklarna i den regelbundna femuddiga stjirnan? Lit elev-
erna dven 16sa C2012 nr 11. Liknande problem J2010 nr 11,J2009 nr 10, GyC2005 nr 16, nr 21.

S15
Arbeta med 6sningen. Ta upp likformighet och kongruens.

N
Taupp tangenter till cirklar och olika l6sningsmetoder. Jimfor denna uppgift med J2012 nr 16. Arbeta
med dem parallellt.

S17
Ta upp halvliksidig triangel och férhallandena mellan sidorna. Be eleverna dven bestimma avstandet
mellan 4 och 8. Konstruera klockor som har andra former pa urtavlan.

S19

Ta upp begreppen median, hojd, mittpunktsnormal och bisektris i samband med trianglar. Lat elev-
erna bestimma medianernas skirningspunkt och visa att den ir triangelns tyngdpunkt. Fortsitt
med hojdernas skirningspunkt, mittpunktsnormalernas och bisketrisernas skirningspunkt. Ta upp
inskriven och inskriven cirkel.

S21

Arbeta med l6sningen. Lat eleverna rita punkten P:s position allteftersom triangeln rullar utefter kva-
draten. Markera dven den vig P har rort sig mellan varje position. Liknande problem J2007 nr 15, nr
20.B2012nr 6

Funktioner

S1

Lt eleverna med ord beskriva grafen. Ta upp begreppen funktion, forindringshastighet, vixande och
avtagande. Liknande problem J2004 nr 20, S2007 nr 23, S2009 nr 16

S14
Diskutera med eleverna inneborden av f (1> = L Arbeta bade algebraiskt och grafiskt med de
olika funktionerna. x f(z)

For att tva funktioner ska vara olika ricker det att de har olika virden for nigon punkt i dominen. For

1 och f (l> giller mera (for A, B, C och E), de ir olika for alla x i dominen. Undersok detta
x

@)
Eh (i)

genom att forsoka losa ekvationerna

Liknande problem S2010 nr 24.

Kungl Vetenskapsakademien & NCM/Namnaren 3
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S22
Arbeta med 16sning av ekvationer av typ x>+ px+¢q=0 och sambanden mellan p och g och ekvatio-
nens rotter. Ta upp Viétes formler.

LOngkt resonemang

En stor del av arets uppgifter bygger pa logiska resonemang inom olika matematiska filt. Hir giller det
att utgd frin givna forutsittningar och utifran de fora ett hallbart resonemang. Uppgifterna ges ocksa
goda mojligheter till bade skriftlig och muntlig kommunikation.

S9
Ett liknande problem var S2009 nr 17. Jimfor problemen. Diskutera om minsta andel, storsta andel,
ingen, alla.
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