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Kéangurun — Matematikens hopp A
Student 2011

Hir foljer forst svar, rittningsmall och redovisningsblanketter. Forutom svar ger vi ocksd [6snings-
forslag. Direfter foljer forslag till hur ni kan arbeta vidare med problem i klassen.

Svar och l6sningar

1 A:l
Eftersom summan av talen vid varje strickas indpunkter ir densamma maéste talen vid
punkter som har en gemensam granne vara lika. Med andra ord punkter med tvi stegs
avstdnd har samma tal. Av detta foljer att punkter med jimnt avstind har samma tal.
Punkten markerad med ”x” har avstind 6 till en punkt med 1.

2 B:Fernando, Sebastian, Michael
Michael och Fernando bytte plats 9 ginger ger att Fernando ir fore Michael i mal.
Fernando och Sebastian bytte plats 10 gnger ger att Fernando ir fére Sebastian i mal.
Michael och Sebastian bytte plats 11 gdnger ger att Sebastian ir foére Michael. Det ger
ordningen Fernando, Sebastian, Michael.

3 A5
2% =(2¥)=15v=32=2>ger xy=>5

4 C:Claes
Tva raka gator kan korsa varandra hogst en gang. Det finns bara en krokig gata i byn s&
minst en av de 2 gator dir Ann och Bo bor ir rak. Men den korsar Claes gata 2 ginger,
alltsd maste Claes gata vara krokig.
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5 D:9e

De fyrsiffriga talen med siffersumman 4 skrivna i fallande ordning ir: 4000, 3100, 3010,
3001, 2200, 2110, 2101, 2020, 2011, 2002, 1300, 1210, 1201, 1120, 1111, 1102, 1030, 1021,
1012,1003,

6 C12
Eftersom sexhorningen har sidan 1, sd ir dven kvadraternas sidor 1 och i varje triangel
ir tvd av sidorna 1. Den regelbundna sexhdrningens hornvinkel dr 120°, alltsa har
trianglarna vinkeln 360°~120°—2 - 90° = 60° mellan de lika sidorna. Alltsé dr trianglarna
liksidiga. Figurens omkrets bestar av 12 kanter, vardera med lingden 1.

7 C
Skirningslinjen ir en mjuk kurva, vilket betyder att den har en tangent i varje punkt.
Det ser ut att uppfyllas i figur B och C. Men fér figur B bildas i ihopsittningspunkten
en vinkel som inte ir 180°, alltsd saknas det tangent i den punkten.

8 C:25
Alternativ 1: Dra fran hornet S en stricka SU, parallell med TQ och lika ling som
TQ. Dra RU. Triangeln SUR ir kongruent med triangel STP. Alltsd ir SU =5 och
fyrhérningens area ir 25.

Alternativ 2: Om triangeln PTS roteras 90° moturs med S som rotationscentrum s
hamnar P pa R och parallelltrapetsen QRST bildar tillsammans med den forflyttade
triangeln en kvadrat med sidan 5.

9 C: 671
Alternativ 1: Det finns 1006 udda tal, var tredje ir en multipel av 3. Kvar blir 671 tal.

Alternativ 2: Kvar blev alla tal fran 1 till 2011 som varken 4r delbara med 2 eller med 3.
Bland 6 konsekutiva heltal finns alltid exakt tva sidana. Heltalsintervallet

[1,2,3, .., 2011] bestar av talet 1 och 335 sextalsintervall. Kvar blev 1 och 335 par, totalt
1+335-2=671.

10 B:5
Anta att de kastar n tirningar.

P(en sexa med n tirningar)=n - 6 <6)

5\" 1 /5\"!
6 :ng 6 gern:5.

| Ot

P(ingen sexa med n tirningar) = (
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13

14

15

AN
D: 7 gdnger 8 _“

Om en rektangel delas i tre rektanglar si har antingen samtliga rektanglar ett matt som
ir gemensamt eller s har varje par av delrektanglar ett gemensamt horn pa den stora
rektangelns rand. 7x11 och 4x 8 har inget matt gemensamt, alltsd har de ett gemensamt
horn pé en av den storas sidor.

Val av lingden pa de sidor som ska utga frin det gemensamma hornet och som ir
vinkelrita mot den stora rektangelns sida bestimmer den tredje rektangelns matt:
11och 8 ger (11-8)-4=3-4=12,11 och 4 ger (11-4)-8=7-8=56,7 och 8 ger (8 -7)-11=
=1-11,7 och 4 ger (7—4)-8=3-8=24. Den tredje rektangeln har méttet 7x8.

4.8

E:inget avA—D idr moijlig
Skriv i de tomma rutorna a, b, ¢, d och e. Féljande ekvationssystem kan stillas upp:

a+2+1+c=10 a+c=17
?11212122 11% Forenkling ger lc)——tflzi Ledvis summering ger att
c+3+4+e=10 ct+e=3

a+b+c+d+e=20-3c. Summan kan inte anta ndgot av virdena A—D.

D: 36

6+9+4=19 barn hade med sig syskon. Det innebir att 48 —19 = 29 barn inte hade
syskon med och kom fran 29 olika familjer. Sex barn med ett syskon representerar 3
familjer, 9 barn med tva syskon representerar 3 familjer och 4 barn med tre syskon
representerar en familj. Totalt var 29 + 7 =36 familjer representerade.

A:l
Linjen genom cirklarnas medelpunkter utgor figurens symmetriaxel. T ir symmetri-
bilden av Y, alltsa har de lika stor area.

E:c<O
Parabeln har en minimipunkt. D4 dr a >0, alltsd ir alternativ A sant.
Punkten (1,-10) ger att a + b +c=-10, alltsa ir alternativ C sant.

b\? 2
y=ax?+bx + c kan skrivasom somy = a (1‘ + %) te— . Grafen ger att

b
parabeln har en minimipunkt i fjirde kvadranten. Alltsd ir 2g < 0,dvs b<O0. Alltsa ir
alternativ B sant. @
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17

18

19

2 S

Parabeln har tvé nollstillen som ger 1 ¢ 0 vilket ger b?>4ac, alltsd ir alternativ
a

D sant. Vilj y=10x?—22x + 2, den uppfyller alternativ A-D, men inte E eftersom
¢>0. Alltsa kan det sista pastdendet vara falskt.

A:200

Alternativ I:

x?—81=(x+9)(x—9)=k-100, dir k ir ett heltal och x positivt heltal mindre in 100.
Primtalsfaktorisering av 100 ger 100 =22 -52,

x=9ger 0-18=0-100

x=41ger32-50=16-100

x =59 ger 50-68 =34-100

x=91 ger 82-100

Summan ar 9 + 41+ 59 + 91=200.

Alternativ 2:

x?—81=(x+9)(x—9)=p-g dir p=x—9 och g=x+9 ir delbart med 100. Differensen
q—p=2x ir ett jimnt tal, produkten pq ir delbar med 100, alltsa dr bade p och g
jaimna. g —p ir inte delbar med 5, men produkten ir delbar med 25, alltsé ir ett av
talen p eller g delbar med 25 och dirmed med 50. Omviint om ett av talen p eller g
ir delbart med 50 s4 ir produkten delbar med 100. Positiva heltal < 100, sidana att
x+9 ir delbara med 50, ir 41 och 91, sidana att x—9 dr delbara med 50, ir 9 och 59.
Summan ar 9 + 41+ 59 + 91=200.

B:7
I schackklubben finns 5 flickor och x pojkar. Pastdendet "I varje grupp om sex
medlemmar finns det alltid minst fyra flickor” ger att det kan finnas hogst 2 pojkar.

B:3

De vinklar som i figuren markerats med 1, 2,..., 9, betecknar viv,, v, ... v . Lt
triangeln BED vara liksidig, dd dr v, =v_=v , v ,=v_ =120°. Om triangel AEB ir
likbent och triangel ACD ir likbent, sd dr v =v ,=v =v =30° Tre vinklar ricker.
Anta att det bara ér tvé olika vinklar. v <v, och v <v_ gerv =v,=90° alltsa
v.=v,=45° och v,=135°, men det blev minst tre vinklar.

A: 2011
2011 = = ! = !

Q=L@ =T T T 00011 2010°

1 1 2010 1
a3 = = 1 = = 1 _

1 ! ! 2011

l—as  1-(1-55) 5

Allmianta =201l gera, ,=201lvilket ger 20ll=a,=a,=...=a,_ . Det ger att
a2011:a1+3-67o:201l'

Kungl Vetenskapsakademien & NCM/Namnaren 4



Kdangurutavlingen 2011 - Student “ O

20 D:25kg _"

21
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Alternativ I:

Nir herr Jansson stod i kon till sikerhetskontrollen tinkte han: "Jag fick betala mer

dn herr och fru Olsson dirfor att de hade en frivikt mer in jag och den var vird 7,50
euro. Utan frivikten skulle jag fa betala ytterligare 7,50 och de 15 euro, dvs totalt 18
euro. Men de betalade bara 3 euro dvs en sjittedel, alltsa for 10 kg av deras 60 kg. Det
betyder att 2 frivikter motsvarar 50 kg, dvs en frivikt..., Nej nu maste jag plocka av mig
alla metallféremal!”

Alternativ 2: Lat b vara bagagets vikt, x storsta tillaitna avgiftsfria bagagevikt,
a avgiften per kg och p priset som man far betala. Det ger foljande ekvation
(b—x)-a=p.

For herr och fru Olssons bagage giller féljande ekvation: (60 —2x)-a =3. For
herr Janssons bagage giller ekvationen (60 —x)-a=10,50. Ledvis division ger
60 — 2z 3

60—z  10.50 med 18sning x = 25.

B:2
K-A-N-G-A-R-O-O K-N-A-R-0-0
G-A-M-E a M-E '

Borja med att forkorta

Den minsta mojliga kvoten far vi genom att sitta de minsta siffrorna for de bokstiver
som forekommer i tiljaren, ju oftare desto mindre siffra, och de storsta i nimnaren:

2:3-4-5-1-1 5}
. Det minsta heltalsvirdet kan inte vara mindre in 2, men 2

8.9 3
kandetvara:lgé.g'l'l =2
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23

24

2

Vi gor en tabell over antal mojliga pilar som 12 |7 3 1 summa
kan triffa respektive filt och den erhillna 3 36
summan. Det ger 19 olika poingresultat. 3 21

26

14

D:6

For tva tangenter till en cirkel som mots i en punkt P giller att avstindet fran
respektive tangeringspunkt till P dr lika. I figuren ir de lika avstinden markerade.
Det ger féljande ekvationer

R C bQ
a+b=4 b
b+c=5 a
c+d=6 P
d+e=7 a
e+f=8 d
a+f=a+b—(b+c)+(c+d)—(d+e)+(e+f)= Sd
=4-5+6-7+8=06.
Ett mojligt sitt att fylla rutnitet ir €
7 14 |16 |8 4
21 |24 |2 26 |10
3 12 122 |20 |25
6 9 18 |15 |5

Hir dr det storsta talet n =26 och det dr omgjligt att fylla i tabellen med n mindre in
26 enligt givna regler dirfor att varje ruta har minst tvd grannar, men talen 1,13,17,19
och 23 har inget tal som duger till en granne bland talen 1 till 25, och 11 har bara ett
(talet 22). Inget av dessa 6 tal kan vara med i tabellen. Aterstaende 25— 6=19 tal ricker
inte till for att fylla tabellen som har 20 rutor.
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Arbeta vidare med Student 2011 1

Det finns minga siitt att arbeta med Kinguruproblemen. Problemen ir kanske inte av samma karak-
tir som eleverna méter i liroboken. Det ir sillan rutinuppgifter utan bygger pé forstaelse och grund-
laggande kunskaper. Det ir dirfor viktigt att lita problemen leva vidare. Har man inte haft mojlighet
att genomfora tivlingen kan problemen komplettera den ordinarie undervisningen.

I samband med diskussion av problemen kommer ett antal matematiska termer att aktualiseras.
Gé igenom dem. For definitioner hinvisar vi till Matematiktermer for skolan (Kiselman & Mouwitz,
2008).

[ all form av problemlosning dr det viktigt att diskutera strategier och losningsmetoder. Vill man
inte arbeta med en tivlingsklass samtliga problem kan man exempelvis vilja ut problem som har
nigot gemensamt fran de olika tivlingsnivierna. De kan ocksd kompletteras med liknande problem
fran tidigare. Nedan ges hinvisningar till liknande problem och forslag pa uppligg.

Matematiskt arbete handlar mycket om resonemang. Elever behover fa resonera om bade matema-
tikinnehallet och strategier for att utveckla sin matematiska kompetens. Lit dem ocksa fa argumen-
tera for sina ldsningar och sina val av metoder. I arbetet med alla problem bér forméagorna att resonera
och argumentera vara centrala.

Ett siitt att arbeta vidare kan vara att eleverna i mindre grupper resonerar sig fram till en gemen-
sam losning. Diskutera gruppernas [osningar i klassen och jamfor idéer och angreppssitt. Lat ocksa
eleverna fa bedoma kamraternas Iosningar: Har de tagit hinsyn till alla forutsittningar? Ar de tydliga?
Ar resonemanget korrekt? Fungerar [6sningsmetoden pa andra, liknande problem? Diskutera vilken
information i problemet som ir nddvindig och vad som kan #indras utan att problemet férindras.

Att analysera och diskutera varandras losningar ir bra, men det kriver forstds att man arbetar ling-
siktigt sd att eleverna viinjer sig vid att bade ge kritik pa ett konstruktivt sitt och att ta emot kritik.
Om de redan fran borjan far uppleva att det ir en del av undervisningen kan det bli en naturlig och
uppskattad form av arbete med problem.

Niégra fragor att dterkomma till nir problemet ir lost:

— Kontrollera att Isningen verkligen svarar mot fragan. Ar det ett rimligt svar? Hur vet vi det?
— Paminner problemet om nigot annat problem vi 16st tidigare?

— Vilka kunskaper hade vi nytta av niir vi loste problemet?

— Vilka nya fragor kan problemet vicka?

— Lirde vi oss ndgot nytt av problemet?

Att arbeta vidare med problemen kan innebira att man noggrant gar igenom losningsstrategier och
repeterar eller tar upp teori kring anvinda begrepp. Hir finns ménga tillfillen att utveckla olika
matematiska formégor. I efterarbetet kan det dven vara limpligt att himta in snarlika problem fran de
andra tivlingsnivaerna detta ar och fran tidigare ars Kingurutivlingar. Alla tidigare tivlingsproblem
finns att himta pa Kingurusidan pa nitet, ncm.gu.se/kanguru. Tidigare problem inom omradet geo-
metri ir dessutom samlade i en bok — Geometri och rumsuppfattning med kinguruproblem. Lis mer
om den pa ncm.gu.se/node/4742.

Artalsproblem

Varije &r finns det flera problem som har anknytning till tivlingsaret. Lit eleverna arbeta under en
lektion med samtliga problem som finns med i &r med anknytning till 2011. S5 handlar om fyrsiffriga
tal som har siffersumman 4. Be eleverna gora en lista ver de fyrsiffriga talen som har dennassiffer-
summa. Vilka av dessa tal dr primtal? Vilka delare har 6vriga tal? Ta upp begreppet siffersumma. Vad
kan siffersumman ge for information om ett tals delare? I listan finns alla fyrsiffriga tal med siffrorna
2,1,1och 0. Benjamin 12 handlar om de talen. En limplig inledningsuppgift pé ett sidant hir tema
kan vara Cadet 1. Lit eleverna berikna de fem virdena och ordna dem i storleksordning. Fortsitt
direfter med Cadet 9 och diskutera hur man beriknar den. Ta sedan Cadet 3 och lit eleverna skriva
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ner alla tider da digitalklockan visar siffrorna 0, 1,1, 2 i nagon ordning. For ett liknande problem om
digitalklocka se Junior nr 3 2006, Ecolier nr 12 2007. Direfter kan Benjamin 12 komma foljt av Junior
6. Gi sedan till Student 9 och ta upp udda tal och multipel av 3. Avsluta med Student 19, ta upp vad
som menas med en talfoljd och lat eleverna berikna de forsta talen i foljden.

Se http://ncm.gu.se/media/namnaren/kanguru/2011/arb_talet_201.pdf

Tal och algebra

Mainga problem som férkommer i Kingurun och i andra matematiktivlingar bygger pa heltalsma-
tematik. Det naturliga riknandet borjar med de positiva heltalen, som sedan utvidgas till negativa
heltal. Egenskaper hos heltal, sisom faktor, multipel, delbarhet, primtal och primtalsfaktorisering ir
dirfor viktiga att arbeta med. De hir kunskaperna ligger till grund for arbete med tal i brakform. For
att losa ndgra av problemen krivs algebraiska firdigheter.

S3

2¥=150ch 15¥=32 ir exempel pé potensekvationer. Ta upp 16sning av olika typer av ekvationer.
Arbeta med potenslagar och logaritmerlagar.

Se http://ncm.gu.se/media/namnaren/kanguru/2011/arb_potenser_2011.pdf

SI12
Arbeta med ekvationssystem och losningsmetoder. Vilka virden skulle summan kunna anta? Lat

eleverna iven l6sa Junior 17. Liknande problem ir Benjamin nr 10 2010, GyCadet nr 17 2010, Student
nr 18 2009, GyCadet nr 2 2008, Student nr 1 2008 och Junior nr 11 2005.

S16
Diskutera losningsstrategier. Vad ska man utnyttja i den hir typen av uppgifter? Arbeta med begrep-
pen konjugatregeln, multipel, primtalsfaktorisering och delbarhet. Andra férutsittningarna.

S21
Skriv upp uttrycket pé tavlan och resonera om vad man kan gora med det. Vad betyder férkortning?
Vad hinder med uttryckets viirde nir man férkortar? Efter forkortning har vi uttrycket:

K-N-R-O-0

B .Bokstiverna representerar olika ental storre in O. Primtalsfaktorisera samtliga

ental. Hur kan man anvinda primtalsfaktorisering for att forkorta uttrycket? Vilka évriga heltalsvir-
den kan uttrycket anta? Ett liknande problem ir nr 20 i Cadet 2009.

S19

Talfoljder ir eleverna bekanta med frain Ma C, men det kan vara bra med repetition av begreppet. Lit
eleverna berikna de sex forsta elementen, det ir en nyttig dvningi att hantera berikningar med brik.
Det vanliga sittet att arbeta med rekursiva talfoljder dr att man bestimmer nigra termer i borjan,
undersoker dem, jaimfor, soker samband och monster, forsoker forklara sasmbanden, formulerar sam-
banden mera generellt, undersoker nagra termer till, ser om sambanden fortfarande giller, forsoker
bevisa det matematiskt. Sedan anvinder man de upptickta sambanden for att siiga ndgot om, och till
slut bestimma virden av, termer lingt fram i f6ljden utan att fér den skull behéva bestimma viirden
av alla termer diremellan.

[ student 19 mirker man att term nr 4 har samma virde som term nr 1, och eftersom varje term
bestims av enbart den rekursiva formeln och sin féregiende, sd vet vi att term nr 51 sé fall méste ha
samma virde som nr 2, nr 6 samma som 3 osv. Alla virden upprepas med period 3 och da ir det litt att
rikna ut att term nr 2011 (2011 har siffersumman 4) har samma viirde som nr 4 och 1.

I det hir sammanhanget kan man ta upp modulus-begreppet och diskutera rester, rekursionsfor-
mel och sluten formel.

Ta giirna upp bevis, tex induktionsbevis. Uppgifter med talfoljder frin tidigare tivlingar dr Stu-
dent nr 11 2010, Junior nr 23 2010, Junior nr 9 2009, Student nr 24 2009, Student nr 19 och nr 22 2008,
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S24
Resonera om vilka tal som inte kan ingd i rutniitet for att bestimma minsta virde pa n. Visa sedan att
det dr mojligt att fylla rutnitet.

Geometri

Flera av problemen pa Kingurutivlingen har geometrisk anknytning. I efterarbetet ir det viktigt
att lita eleverna motivera sina tankegingar och redovisa sina losningar. Vad ir ett bevis? Hur mycket
maste man redovisa i ett bevis och hur gér man detta pa ett enkelt och tydligt sitt? Hur markerar
man tex att tvd vinklar ir lika stora eller att de inte dr det? Det gar inte att hinvisa till att tvd vinklar
ser lika stora ut eller att en vinkel dr rit om man inte har fitt veta att det iir sé.

I samband med uppgifterna S4,S6,S7,S8, S11, S14, S18 och S23 kan det vara limpligt att kontrollera
elevernas kunskaper om geometriska begrepp. Be eleverna forklara vad som menas med linje, striicka,
skirningspunkt, parallellogram, parallelltrapets, manghorning (regelbundna och oregelbundna), lik-
formighet och kongruens samt inskriven respektive omskriven cirkel.

S4
Arbeta vidare med skirningspunkter mellan linjer. Tidigare givna uppgifter med linjer och skiir-
ningspunkter finns i boken Geometri och rumsuppfatining s 42.

S6

Taupp regelbundna mianghorningar. Vilken ir den minsta regelbundna manghérningen? Utga fran
den och konstruera motsvarande figur som i uppgiften. Den kommer da att besta av en liksidig tri-
angel med sidan 1, tre kvadrater och tre trianglar. Vilken typ av manghorning bildas? Vilken area
respektive omkrets har den? Utga frin en regelbunden fyrhorning och femhorning, gér motsvarande
konstruktion och bestim area och omkrets.

S23

Arbeta med cirkeln. Ta upp egenskaper hos en tangent till cirkeln. Lit eleverna visa att om tvé tang-
enter till en cirkel mots i en punkt P s dr avstindet fran respektive tangeringspunkt till punkten P
lika. Vilken omkrets har hexagonen? Vilken area har den, om cirkeln har radien 7? Visa foljande sam-
band: Kring en cirkel med radie 7 ir en n-horning omskriven. Om n-hérningen har area A och

omkrets Psa giller A = % Problem med cirklar och tangenter finns i boken Geometri och rums-
uppfattning, tex 33,34,344,381 och 382.

S14

Ta upp symmetrier i figuren, de inskrivna cirklarna.

S7

Lat eleverna rulla ihop ett papper till en cylinder, gora ett plant snitt, enligt figuren och veckla ut
papperet. Vad har snitt ytan for form? Ett betydligt enklare problem iir C17 pa drets Cadet. Arbeta
girna vidare med bida uppgifterna.

SI8
Uppgiften ir limplig for resonemang kring vinklar och vinkelsummor i trianglar.

Funktioner

S15

Resonera om andragradsfunktioner. Vilken betydelse har tecknet framfoér andragradstermen?
Vilken/vilka funktioner kan grafen representera? Tidigare givna funktionsuppgifter ir Student nr 16
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2009, Student nr 23 2007 samt Student nr 21 2004. i

Kombinatorik och sannolikhetslara
Diskutera begrepp som multiplikationsprincipen, permutationer, kombinationer, utfall, utfallsrum,
likformig sannolikhetsfordelning, triddiagram och komplementhindelse.

S10

Resonera om hur stor risk det ir att nigon ska fa bada den dagen for olika antal tirningar. Uppgifter
med sannolikheter fran tidigare tivlingar ir Student nr 20 2010, Student nr 11 2007, Junior nr 24 2007
och Student nr 11 2006.

Logiskt resonemang

En stor del av drets uppgifter bygger pé logiska resonemang inom olika matematiska filt. Hir giller
det att utgi fran givna forutsittningar och utifrin dem fora ett hillbart resonemang. Uppgifterna ges
ocksd goda mojligheter till bade skriftlig och muntlig kommunikation.

S1

Resonera om vilka méjliga tal som kan skrivas in vid respektive punkt. Se dven Benjamin nr 16.

S2
Resonera om vilken betydelse att byta plats ett udda respektive ett jimnt antal ginger innebir.

SI3,S17
Resonera om innebérden av informationen i texten. Arbeta girna vidare med liknande problem, tex
Cadet nr 21 2011, Benjamin nr 19 2011, Junior nr 10 2007, Student nr 20 2007, Student nr 10 och nr 13
2009 samt Student nr 8 2010.
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