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Kangurutavlingen — Matematikens hopp
Junior 2011

Hir foljer forst svar, rittningsmall och redovisningsblanketter. Férutom svar ger vi ocksa nigra olika
l6sningsforslag, Direfter foljer forslag till hur ni kan arbeta vidare med problem i klassen.

Svar och lésningar

1

B:75m
Eftersom dvergangstillet borjar och slutar med vita filt s finns det sju svarta filt dvs
totalt 15 filt. Gatans bredd dr 15-05m=75m.

C:26 cm?
Eftersom X och Y ir mittpunkter s kan parallelltrapetset omformas till en rektangel
med arean 2-13cm?=26cm?.

D:R<Q<P

Vi tillimpar foljande 2 regler:
Oma<bochc>0sddra-c<b-csamtc-a<c-b.
Oma<dochb<eochc<fsia+b+c<d+e+f.
1-2+42-3+3-4<2-2+43-3+4-4<2-:3+3-4+4-5.

Ett annat sitt dr att berikna: P=38, Q=29 och R=20alltsd R<Q<P.

A:l

Eftersom summan av talen vid varje strickas indpunkter dr densamma méste talen
vid punkter som har en gemensam granne vara lika. Med andra ord punkter med
tvéastegsavstind har samma tal. Av detta foljer att punkter med jaimnt avstand har
samma tal. Punkten markerad med "x” har avstand 6 till en punkt med 1.
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5 C:9cm? _“

Mosaikens bredd ir 360 cm?/ 24 cm =15 cm. D4 har varje platta, bredden 15cm/5=3cm
och en plattas area ir 3?cm?=9cm?.

6 D:9e
De fyrsiffriga talen med siffersumman 4 skrivna i fallande ordning ir: 4000, 3100, 3010,
3001, 2200, 2110, 2101, 2020, 2011, 2002, 1300, 1210, 1201, 1120, 1111, 1102, 1030, 1021, 1012,
1003.

7 C:baraXochT
Beteckna indpunkterna pa den lodrita strickan med A respektive B och pa den vagriita

strickan C respektive D. Nir AB avbildas pd CD finns tvd mojligheter:

Fall 1: A avbildas pd C och B pé D. Da giller for rotationscentrum P att AP=CP,
dvs P ligger pa mittpunktsnormalen till AC och att BP=DP, dvs P ligger pa
mittpunktsnormalen till BD. Rotationscentrum ir skirningspunkten for de tva
normalerna, dvs punkten X.

Fall 2: A avbildas pa D och C pa B. D4 ir rotationscentrum skirningspunkterna for
mittpunktsnormalerna till AD och BC,dvs punkten T.

Aven om rotationer gar 4t motsatt riktning och CD avbildas pa AB giller samma

mittpunktsnormaler och samma rotationscentra. BD AD
A
C D
Zl /T
AC BC
8 Ci12

Eftersom sexhorningen har sidan 1, sd ir dven kvadraternas sidor 1 och i varje triangel

ir tvd av sidorna 1. Den regelbundna sexhorningens hornvinkel dr 120°, alltsa har
trianglarna vinkeln 360° —120° - 2-90° = 60° mellan de lika sidorna. Alltsd ir trianglarna
liksidiga. Figurens omkrets bestar av 12 kanter, vardera med lingden 1.

9 E:6
Lat den nedersta tirningens undre och dvre sida ha a respektive b prickar, den
mellersta tirningens undre och dvre sida ¢ respektive d prickar och den dversta
tirningens undre och dvre sida e respektive f prickar. D4 giller foljande samband:
a+b=7b+c=5c+d=7,d+e=50che+f=7. Forenkling leder fram till att f=2+d och
d=2+b,dvsf=4+b.Didirb=2och f=6.
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10 B:exakt 4 lordagar _“

11

12

13

14

15

AN

En manad kan ha 28 till 31 dagar. Om en ménad har 5 méandagar, 5 tisdagar och 5
onsdagar s& borjar médnaden pa en mandag och har 31 dagar. Da slutade den féregiende
manaden pa en sondag och eftersom den bara inneholl 4 sondagar sd maste dven den ha
borjat pd en mandag. Den innehaller alltsd bara 28 dagar och den ménaden ir februari.
D3 ir manaden med 31 dagar, mars, och manaden som kommer direfter dr april som
har 30 dagar. April kommer att borja pa en torsdag och sluta pa en fredag. Det ger att
pastiendet exakt fyra lordagar dr sant.

B: Fernando, Sebastian, Michael

Michael och Fernando bytte plats 9 ginger ger att Fernando ir fore Michael i mal.
Fernando och Sebastian bytte plats 10 gidnger ger att Fernando ir fére Sebastian i mal.
Michael och Sebastian bytte plats 11 gdnger ger att Sebastian ir fore Michael. Det ger
ordningen Fernando, Sebastian, Michael.

A:1005
9"+9"+97=3-9"=3-32"=32"* ger 2n +1=201], alltsia n =1005.

B: 512
Den lilla kubens volym V', = a® och den stora kubens volym V' _=(a + 1)?
V —V =3a(a+1) +1=217 ger a=8. Han hillde 6ver 512 liter.

C:45cm
Dra konens hojd och radien fran kulans mittpunkt till konens mantel. D4 ir triangeln
OAB en halv liksidig triangel och OA dr 30 cm. Alltsa ir konens hojd 45cm.

D:5

AlBlICID!| 2| OmAirrodsamaste C D, I och M vara svarta och alla dvriga
roda. (en mojlighet).

E|FIGIHIO Om A irsvart sd ir en av C eller D samt en av I eller M svart

I J|K|L|1]| (2-2mojligheter).

MINIOIPI1 I det andra fallet ska ocksa ett av filten K, L, O eller P vara
svart men det viljs inte, utan beror pa de 2 férsta valen. Ovriga

21011 ska vara roda. Det finns alltsd 5 olika sitt.
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16

17

18

19

20

21

22

/s
D: 111 _" N

En hundratalsserie som borjar pa en udda siffra ger 100 tal, t ex 300 —-399. Fore den finns
ytterligare 11 tal med minst en udda siffra, nimligen 289 —299.

D:12
Beteckna talen i de tomma rutorna med a, b, c och d. Da giller att 1+ a+b+2=10 och
2+c+d+3=10.Forenkling gera+b=7 och c+d=5.Det geratta+b+c+d=12.

C: Claes

Tva raka gator kan korsa varandra hogst en gang. Det finns bara en krokig gata i byn s
minst en av de 2 gator dir Ann och Bo bor ir rak. Men den korsar Claes gata 2 ginger
Claes gata maste alltsé vara krokig.

C:225

Varje péaklistrad kvadrat har diagonalen 5cm och foljdaktligen arean 12, 5cm?. Pa
varje sida finns det 3 hela kvadrater. Kuben har sex sidor och den tickta arean ir
6-3-125cm?=225cm?.

C:168

Lat talet vara abede, dir a=b+ ¢+ d+e. Vi kan borja med att konstatera att O maste
ingd i talet eftersom den minsta summa med fyra olika tal, alla skilda frén O ir 10. Det
ligsta virdet talet a kan anta ir 6 eftersom 6 =142 + 3+ 0. Det finns 4-3-2-1=24 tal
med forsta siffran 6. Forsta siffra 7 ger 7=14 244+ 0 och 24 mojligheter. Forsta siffran
8ger8=1+2+5+0eller8=1+3+4+0, dvs 2-24 mojligheter. Forsta siffran 9 ger
9=1+2+6+0,9=1+3+5+0e€ller 9=2+3+4+0, dvs 3-24 mojligheter. Det ger totalt
168 "intressanta” tal.

B
y—1

Briket i svarsalternativ B kan uttryckas pa 3 sitt, x /(y—1), 2x/(2y—2) eller 3x / (3y-3).

Vart och ett av de dvriga alternativen har samma tiljare som en av dessa 3 men storre

namnare.

D:3
Av symmetriskil kan vi anta att x > y. Det minsta naturliga tal som likheten kan gilla for

ar 4.

1 1 1
y=4ger— + 1°-3 med lésningen x = 12. Paren (12,4) och (4,12) uppfyller likheten.
T

15
y=5gers = 5 (ej naturligt tal), y=6 ger x=6s4 (6,6) ir en 16sning. y> 6 ger
x<y. Tre talpar uppfyller alltsa likheten.
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1
23 CZ§T2

24

2
Anta att den lilla cirkelns radie &r 7. Pythagoras sats ger r§ = % Arean av det skuggade

2
1 . . r .
omradet ir arean av halvcirkeln med radie r; (71) minskad med arean av

2
r
cirkelsegmentet. Cirkelsegmentets area ir arean av en kvartscirkel med radie r (T)

2
minskad med arean av en ritvinklig likbent triangel med kateter r (% >
Det ger

wr? 2 r?\ | wr? w2 r?\  r?

5 <T 7>—T (T 5)—5.

En rent geometrisk losning:

Triangeln SXY ir likbent och enligt randvinkelsatsen ritvinklig. Den utgor hilften

av en kvadrat inskriven i den mindre cirkeln och en fjirdedel av en kvadrat inskriven

i den storre cirkeln. Proportionen mellan inskrivna kvadraternas och dirmed dven

cirklarnas areor ir 1:2. Kvartcirkeln SXY har samma area som den vinstra halvcirkeln

av den mindre cirkeln. Drar vi bort den gemensamma delen av dessa tva figurer (ett

cirkelsegment) sd aterstar det skuggade omradet 4 ena sidan och triangeln SXY a den
2

andra, de har lika stora areor och triangelns area ir 5

C9

Kubens kanter har 3 riktningar dirfér maste minst 2 i miangden av 4 kanter vara
parallella (Dirichlets lidprincip). Om 2 parallella kanter tillhor samma sida sa finns det
2 mojligheter: A alla 4 kanter dr parallella och B, 2 kanter ir sinsemellan parallella och
2 till dem vinkelrita kanter ir sinsemellan parallella. Om de 2 forst valda inte tillhor
samma sida sd maste de dvriga 2 vara parallella till dem, alltsd vi far fall A igen. Det finns
alltsa bara tva typer av mingder av 4 kanter i en kub utan gemensamma hoérn: A och B.
I en kub finns det tre mingder av typ A: en {or varje riktning samt sex av typ B: tvé for
varje par av parallella sidor.

Typ A:

Typ B:
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Arbeta vidare med Junior 2011 A

Det finns manga siitt att arbeta med Kinguruproblemen. Problemen ir kanske inte av samma karaktiir
som eleverna moéter i liroboken. De ir sillan rutinuppgifter utan bygger pé forstaelse och grundlig-
gande kunskaper. Det ir dirfor viktigt att lita problemen leva vidare. Har man inte haft méjlighet att
genomfora tivlingen kan problemen komplettera den ordinarie undervisningen.

I samband med diskussion av problemen kommer ett antal matematiska termer att aktualiseras.
Géigenom dem. For definitioner hinvisar vi till Matematiktermer for skolan (Kiselman & Mouwitz,
2008).

[ all form av problemlésning idr det viktigt att diskutera strategier och losningsmetoder. Ett sitt
kan ju vara att arbeta med en tivlings samtliga problem men man kan iven vilja ut problem som har
nigot gemensamt fran de olika tivlingsnivierna. De kan ocksd kompletteras med liknande problem
fran tidigare dr. Nedan ges hinvisningar till liknande problem och forslag pa uppligg.

Matematiskt arbete handlar mycket om resonemang. Elever behover fi resonera om bide matema-
tikinnehéllet och strategier for att utveckla sin matematiska kompetens. Lit dem ocksa fa argumen-
tera for sina losningar och sina val av metoder. I arbetet med alla problem bor formagorna att resonera
och argumentera vara centrala.

Ett siitt att arbeta vidare kan vara att eleverna i mindre grupper resonerar sig fram till en gemen-
sam losning. Diskutera gruppernas losningar i klassen och jimfor idéer och angreppssitt. Lat ocksa
eleverna fa bedoma kamraternas 13sningar: Har de tagit hiinsyn till alla forutsittningar? Ar de tydliga?
Ar resonemanget korrekt? Fungerar losningsmetoden pa andra, liknande problem? Diskutera vilken
information i problemet som ir nédvindig och vad som kan #indras utan att problemet férindras.

Att analysera och diskutera varandras losningar dr bra, men det kriver forstas att man arbetar ling-
siktigt sd att eleverna viinjer sig vid att bade ge kritik pa ett konstruktivt sitt och att ta emot kritik.
Om de redan fran borjan far uppleva att det ir en del av undervisningen kan det bli en naturlig och
uppskattad form av arbete med problem.

Niégra fragor att dterkomma till nir problemet ir lost:

— Kontrollera att Isningen verkligen svarar mot fragan. Ar det ett rimligt svar? Hur vet vi det?
— Paminner problemet om nigot annat problem vi 16st tidigare?

— Vilka kunskaper hade vi nytta av niir vi loste problemet?

— Vilkanya fragor kan problemet viicka?

— Lirde vi oss ndgot nytt av problemet?

Att arbeta vidare med problemen kan innebira att man noggrant gir igenom losningsstrategier och
repeterar eller tar upp teori kring anviinda begrepp. Hir finns manga tillfillen att utveckla olika mate-
matiska formagor. I efterarbetet kan det dven vara limpligt att himta in snarlika problem fran de andra
tivlingsnivderna detta &r och fran tidigare drs Kingurutivlingar. Alla tidigare tivlingsproblem finns
att hiimta pa Kingurusidan pa nitet, ncm.gu.se/kanguru. Tidigare problem inom omradet geometri dr
dessutom samlade i en bok — Geometri och rumsuppfattning med kinguruproblem. Lis mer om den pa
ncm.gu.se/node/4742.

Artalsproblem

Varje ar finns det flera problem som har anknytning till tivlingsaret. Lat eleverna under en lektion
arbeta med samtliga problem som finns med i &r med anknytning till 2011. J6 handlar om fyrsiffriga tal
som har siffersumman 4. Be eleverna gora en lista dver de fyrsiffriga talen som har denna siffersumma.
Vilka av dessa tal dr primtal? Vilka delare har évriga tal? Ta upp begreppet siffersumma. Vad kan sif-
fersumman ge for information om ett tals delare? I listan finns alla fyrsiffriga tal med siffrorna 2,1, 1
och 0. Benjamin 12 handlar om de talen. En limplig inledningsuppgift pé ett sidant hir tema kan vara
Cadet 1. Lat eleverna berikna de fem virdena och ordna dem i storleksordning. Fortsitt direfter med
Cadet 9 och diskutera hur man beriknar den. Ta sedan Cadet 3 och 1at eleverna skriva ner alla tider
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d4 digitalklockan visar siffrorna 0,1, 1, 2 i nigon ordning. For ett liknande problem om digitalklocka

se Junior nr 3 2006 och Ecolier nr 12 2007. Direfter kan Benjamin 12 komma foljt av Junior 6. Ga

sedan till Student 9 och diskutera udda tal och multipel av 3. Avsluta med Student 19, forklara vad som

menas med en talféljd och 1t eleverna berikna de forsta talen i foljden.
Se dven http://ncm.gu.se/media/namnaren/kanguru/2011/arb_talet_2011.pdf

Tal och algebra

Mainga problem som férkommer i Kingurun och i andra matematiktivlingar bygger pa heltalsma-
tematik. Det naturliga riknandet borjar med de positiva heltalen, som sedan utvidgas till negativa
heltal. Egenskaper hos heltal sisom faktor, multipel, delbarhet, primtal och primtalsfaktorisering ir
dirfor viktiga att arbeta med. De hir kunskaperna ligger till grund for arbete med tal i brakform.

J3
De hir uttrycken innehéller endast tre termer, men hur stor blir respektive summa om man fortsitter
att ligga till termer efter samma monster? Definiera talfoljder.

Utga fran uttrycket R. Hur ser foljande tvé termer ut? Hur ser den allminna termen ut? Hur skri-
ver man summan om den bestar av n termer? 1-2+2-3+3-4+... +n(n+1)? Visa hur man kan

skriva den med summatecken, Z k(k 4 1). Arbeta med att ta fram en allmin formel f6r

, =l n(n+1)(n+ 2)
summan, alternativt ge eleverna formeln 3 :

Diskutera hur man kan tolka formeln och hur man kan bevisa den. Behandla bevismetoder. Skriv
uttryck med n termer dven f6r P och Q. Vilken formel kan summan i P ersittas med? En formel for
summan

124224 3%+ ... +n%ir n(n + 1)6(2n * 1).

J9

Tirningsproblem ir trevliga att arbeta med. Kontrollera vad eleverna vet om en vanlig sexsidig tirning.
Det hir problemet finns dven med pa Benjamin nr 20, men med bild, vilket kan underlitta l6sandet.
Ge eleverna bilden eller be dem sjilva rita den for att underlitta Idsandet. En inledande friga till elev-
erna kan vara: Hur ménga prickar ir det sammanlagt pa de 14 sidor som ir synliga? I ssmband med
det hir problemet kan man ta upp andra tirningsproblem som har forekommit under dren. I drets
problem vet man summan av prickarna pa de tvé sidor som méts. Forra dret pd Benjamin nr 14 skulle
man i stillet bestimma den summan. Det har funnits problem dir man utifran tirningskonstruktio-
ner ska avgdra summan av prickar pa de sidor som inte ir synliga. Ge eleverna bilderna frin tex arets
Ecolier 18, nr 1i Junior 2007. I Student nr 18, 2008 ir det inte standardtirningar men fragestillningen
ir den samma. I Junior nr 21, 2005 rullas en tirning och man ir intresserad av antal dgon i slutliget.
Se dven http://ncm.gu.se/media/namnaren/kanguru/2011/arb_tarningar_2011.pdf

J10

Hur ir det med elevernas kunskaper om antal dagar i respektive méinad? Kinner de till ramsan "30
dagar har november, april, juni och september, 28 en allen, alla de évriga 31”2 Den stimmer om det
inte dr skottér, d4 har februari 29 dagar. Resonera om antal olika veckodagar i en manad med 28, 30
respektive 31 dagar.

Kungl Vetenskapsakademien & NCM/Namnaren 2


http://ncm.gu.se/media/namnaren/kanguru/2011/arb_talet_2011.pdf
http://ncm.gu.se/media/namnaren/kanguru/2011/arb_tarningar_2011.pdf

Kangurutavlingen 2011 — Junior

N
A

Ge eleverna en tabell och be dem markera innevarande manad.

Ma Ti On To Fr Lo S6

Hur manga dagar finns det av respektive veckodag? Vad kan man da pasti om antal veckodagar i fore-
giende respektive efterféljande manad? Los dven Benjamin nr 18. Liknande problem nr 19 Benjamin

2006, nr 12 GyCadet 2006, nr 15 Benjamin 2004, nr 11 GyCadet 2004 och nr 15 Cadet 2002.

En fortsittning kan vara att vilja ut en 3-3 kvadrat med datum, tex:

8 9 10
15 16 17
22 23 24

och bestimma summan av talen i mittenkolumnen, i mittenraden, i den ena diagonalen samt i den
andra diagonalen och jimfora resultaten. Giller detta alltid?

J12

Erfarenhet fran tidigare tivlingar dir problem med potenser har funnits med ir att 13sningsfrekvens
ir lag. Ta upp potenslagarna. Lat eleverna prova pa Student nr 3. Liknande problem #r Junior nr 19
2009, Student nr 17 2008, Junior nr 13 och 21 fran 2007, Student nr 16 2007, Student nr 8 2006 och
Student nr 23 2005. Se dven http://ncm.gu.se/media/namnaren/kanguru/2011/arb_potenser_2011.pdf

J16
Hur manga talfslider finns det som uppfyller villkoret? Andra forutsittningarna till minst tva udda
siffror. Hur manga tresiffriga tal finns det i en sidan foljd?

J17
P4 hur manga olika sitt kan man fylla i de tomma rutorna om talen maste vara positiva? Gar det att
bestimma talen i de tomma rutorna si att radsummorna respektive kolumnsummorna ir lika med
diagonalsummorna? Jimfor dven Student nr 12.

Liknande problem Benjamin nr 10 2010, GyCadet nr 17 2010, Student nr 18 2009, GyCadet nr 2
2008, Student nr 12008 och Junior nr 11 2005.

J20
Resonera om ett "intressant tal”. Hur ser det ut? Hur manga siffror kan ett "intressant tal” innehalla
som minst, som mest? Hur ménga tresiffriga, fyrsiffriga, sexsiffriga "intressanta tal” finns det?

J21
For vilka virden pa y ir briken inte definierade? Storleksordna briken. Ett sitt att jimfora brikens

virde ir att parvis berikna kvoten mellan braken. Arbeta med rationella uttryck. Liknande problem
ir Student nr 1, 2005.

J22
Diskutera med eleverna varfor heltal mindre iin 4 inte kan satisfiera ekvationen.
Arbeta vidare med stambrik, dvs brik med tiljaren 1. Losningen till ekvationen ir alla mojliga sitt att

uttrycka 3somsummanav tvéa brak med tiljare 1. Undersok antal sitt att uttrycka —, dir n dr ett posi-
n

tivt heltal, som en summa av minst tvd stambrak.

Kungl Vetenskapsakademien & NCM/Namnaren 3


http://ncm.gu.se/media/namnaren/kanguru/2011/arb_potenser_2011.pdf

Kangurutavlingen 2011 — Junior “O
AN
Geometri v‘

Flera av problemen pd Kingurutivlingen har geometrisk anknytning. I efterarbetet ir det viktigt
att lita eleverna motivera sina tankegingar och redovisa sina losningar. Vad ir ett bevis? Hur mycket
maste man redovisa i ett bevis och hur gér man detta pa ett enkelt och tydligt sitt? Hur markerar man
texatt tvd vinklar dr lika stora eller att de inte dr det? Det gir inte att hinvisa till att tva vinklar ser lika
stora ut eller att en vinkel dr rit om man inte har fitt veta att det ir sa.

I samband med uppgifterna J2, J5, J8, J13, J14, J19 och J23 kan det vara limpligt att kontrollera
elevernas kunskaper om geometriska begrepp. Be eleverna forklara vad som menas med linje, striicka,
skirningspunkt, parallelltrapets, regelbunden sexhorning, kon, likformighet och kongruens.

J7
Ta upp avbildningsformerna spegling, parallellférskjutning och rotation. Nagra uppgifter som tar upp
rotation och spegling ir nr 128 och 149 i boken Geometri och rumsuppfattning med Kdnguruproblem.

J8

Ta upp regelbundna manghorningar. Vilken ir den minsta regelbundna manghorningen? Utga fran
den och konstruera motsvarande figur som i uppgiften. Den kommer d3 att besté av en liksidig tri-
angel med sidan 1, tre kvadrater och tre trianglar. Vilken typ av manghérning bildas? Vilken area res-
pektive omkrets har den? Utgd fran en regelbunden fyrhorning och femhorning, gor motsvarande
konstruktion och bestim area och omkrets.

J14
Diskutera losningen och ta upp en halv liksidig triangel. Bestim konens radie och sida. Berikna kulans
och konens volym. Hur stor del av konens volym upptas av kulan?

J18
Arbeta vidare med skirningspunkter mellan linjer. Tidigare givna uppgifter med linjer och skiirnings-
punkter finns i Geometri och rumsuppfattning s 42.

J19
Betrakta en sida. Vilken form har de vita figurer som bildas? Vilken omkrets och vilken area har en
sadan vit figur?

J23

Diskutera losningsmetoder. Behandla randvinkelsatsen.

Logiskt resonemang

En stor del av arets uppgifter bygger pa logiska resonemang inom olika matematiska filt. Hir giller
det att utgd frin givna férutsittningar och utifrin dem fora ett hallbart resonemang. Uppgifterna ges
ocksd goda mojligheter till bade skriftlig och muntlig kommunikation.

J4
Resonera med eleverna om vilka tal som kan skrivas i punkterna pa vardera sida om 4 respektive 1. Ett
liknande problem ir Benjamin nr 16.

J11
Resonera om vilken betydelse att byta plats ett udda respektive ett jimnt antal ginger innebir.

J15
Ett sitt att 16sa problemet ir att utfora firgliggningen samtidigt som man resonerar om antal méjlig-

heter. Ett liknande problem ir Junior nr 8 2007 och Student nr 7 20009.

J24

Lat eleverna rita kuber och utifrin resonemang markera de fyra kanter som uppfyller villkoret.
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