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Kéangurun — Matematikens hopp A
Ecolier 2011

(V)

Hir foljer forst svar, rittningsmall och redovisningsblanketter. Forutom svar ger vi ocksd [osnings-
forslag. Direfter foljer forslag till hur ni kan arbeta vidare med problem i klassen.
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Svar och l6sningar

l: C onsdag Attabokstiver ger en vecka + en dag.
2. C 9kg  (12+8)+26=20+(17+7), 26=17+9.

3: B Efter hoger, uppat, vinster, nerat ir kiingurun tillbaka i samma ruta,
sen ett hopp till hoger igen.

4: E fem timmar
en och en halv timme + tre och en halv timme.

5: B Triangeln

6: C Stjarnan C har arean 12 rutor.
7. A 17kr En kaka kostar 5 kr och en bulle kostar 12 kr.
8: E
9:B 21 Nir mormor delar tirtorna far hon 2-4-3=24 bitar.
10.C 37
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Kim ska undvika vissa rutor, markerade med X i bild 1.
Lingsta vigen, se bild 2.
1I:B 6 Fem kartonger med 12 digg i varje + en kartong med 6 igg.
122B 60 Den minsta summa som Lisa kan ha idr 13-5kr=65kr.
13: D
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David méste ha 4 och Emil 1. Arvid som ska ha dubbelt sd manga som Bo_“
och tre gidnger sd manga som Carlos maste ha 6. Det leder till att Bo har 3
och Carlos 2. Aterstar 5 till Farid.

Eller:

Vi kan ocksa resonera kring talet 5, som varken ir dubbelt, tre eller

fyra ginger sd mycket som nagot annat. Ingen annan in Farid kan ha fatt
fem da2-5,3-50ch 4-5allair mera in 6.

15: C Disa, Sofia, Pia, Maja

16:E 16
172A 3
18:C

Arbeta baklinges.

Talet 5 maste placeras s att det inte adderas med 8, eftersom 8 +5=13,
alltsd i hornet mellan 7 och 6. Sen ir det bara att fylla upp till 13: 5+ 6 + 2;
5+47+18+2+3,8+1+4.

Eller

Ett alternativt sitt att resonera, som dock kanske ir lite svarare for
eleveridessa dldrar: 1+2+3+4+5+6+7+8=36. Fyra sidor med 13 ger
summan 52, alltsd 16 for mycket. Detta maste vara summan av horntalen,
da dessa riknas tva ginger.

Om hon hade givit ett fel svar hade hon fatt 10+9—-1=18 poiing,
tvé felsvar ger 10+ 8 -2=16, tre felsvar 10+ 7 -3=14.

Alla ritt hade givit 20 poing, varje fel leder till 2 poing mindre,
dels den forlorade pluspoingen och dels minuspoingen.

Eller:

Hon fick 4 poing for 4 riitta svar. De 6vriga 6 fick hon ingenting for,
dirfor att de var lika manga ritt som fel, alltsa tre ritt och tre fel.

Topptirningen ser vi frin andra sidan, alltsa ser vi 5 pa sidan, dvs som pa C.
Det utesluter A, B, D och E.

pa andra sidan var det 2,
alltsd 5 pa den hir sidan.

det méiste vara 4 pa baksida

— |

pa andra sidan ir det 5, och det
som ir till hoger frin framsidan
blir till vinster fran baksidan

av dessa sidor

Framsidan
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Arbeta vidare med Ecolier 2011

Nu ir tivlingsdelen av Kingurun avslutad, men vi hoppas att problemen ska kunna vara underlag for
manga intressanta diskussioner. I samband med genomgang passar det bra att lta eleverna resonera
sig fram till losningarna i grupp. Lat alla forst fa mojlighet att 1osa problemen pa egen hand om de inte
hann det i samband med tivlingen.

Diskutera gruppernas losningar i klassen och jaimfor idéer och angreppssitt. Lat ocksd elev-
erna fa granska kamraternas losningar: Har de tagit hinsyn till alla forutsittningar? Ar de tydliga?
Ar resonemanget korrekt? Fungerar losningsmetoden pa andra, liknande problem? Att analysera och
diskutera varandras losningar ir bra, men det kriver forstds att man arbetar lingsiktigt si att eleverna
vinjer sig vid att bide ge kritik pa ett konstruktivt sitt och att taemot kritik. Om de redan frin borjan
far uppleva att det ir en del av undervisningen kan det bli en naturlig och uppskattad form av arbete
med problem.

Att presentera en [6sning som andra kan folja och som ir korrekt uppbyggd ir nigot som eleverna
maste 4 tid och majlighet att utveckla med hjilp av lirare. Vilj ndgra av arets problem, arbeta igenom
losningarna noga och gor en riktigt genomarbetad redovisning.

Alla problem kan naturligtvis diskuteras utifran valda losningsmetoder. De flesta problem kan lésas
péolika sitt och det iir alltid bra att jimfora dessa och se pa likheter och skillnader. Det dr ocksd bra att
beskriva losningarna med hjilp av olika representationsformer, konkret material, bilder, muntligt eller
skriftligt tal och med symboler. Jimfor de olika formerna och se hur det konkreta uttrycks i ord och
med symboler. Nagra frigor att aterkomma till nir problemet ér 16st:

— Kontrollera att [dsningen verkligen svarar mot fragan. Ar det ett rimligt svar? Hur vet vi det?
— Padminner problemet om nigot annat problem vi lost tidigare?

— Vilka kunskaper hade vi nytta av nir vi loste problemet?

— Vilka nya fragor kan problemet viicka?

— Lirde vi oss nigot nytt av problemet?

G4 ocksa igenom de felaktiga svarsalternativen och resonera om varfor dessa inte ir riktiga. Lat elev-
erna gora forindringar i uppgiften sd att de andra alternativen blir riktiga. Utmaningen kan vara att
gora sa sma forindringar som moiligt.

Matematiskt arbete handlar mycket om resonemang. Elever behover fi resonera om bade
matematikinnehéillet och om strategier for att utveckla sin matematiska kompetens. Lat dem ocksé fa
argumentera for sina 1dsningar och sina val av metoder. [ arbetet med alla problem bor férmagorna att
resonera och argumentera vara centrala.

I samband med diskussion av problemen kommer ett antal termer att aktualiseras. G& igenom dem.
Lit eleverna anvinda och sjilva f4 definiera olika begrepp och dterkom till dem i olika sammanhang.
Nagra exempel fran drets Ecolier: diagonal, kvadrat, triangel, cirkel, symmetrisk, symmetrilinje, speg-
ling, rotation, rad och kolumn, summa, multiplikation. For definitioner hinvisar vi till Matematiktermer
for skolan (Kiselman & Mouwitz, 2008).

Hir har vi sorterat foérslag under ndgra rubriker. Naturligtvis kan flera av problemen ocksd passa
under andra rubriker. Manga problemtyper dterkommer &r fran ir, i olika skepnader och i olika vari-
anter. Vi hinvisar hir till nigra gamla problem som kan anviindas i samband med arbetet med érets,
men det finns manga fler att himta pi Kingurusidan pa niitet, ncm.gu.se/kanguru, dir alla tidigare
omgangar ir samlade.

Tidigare problem inom omridet geometri finns dessutom samlade i boken Geometri och rums-
uppfattning med kinguruproblem. Lis mer om den pa ncm.gu.se/node/4742.
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Logiskt resonemang och problemlsningsstrategier —"

Uppgift 7, kaka och bulle, ir ett flerstegsproblem som for dldre elever och vuxna ir en rutinuppgift.
Men for elever i dessa aldrar ir det oftast ett riktigt problem, dvs eleverna har ingen firdig metod att ta
till. Denna typ av problem passar bra att bearbeta stegvis gemensamt. Vad vet vi? Vad frigas det efter?
Vad maste vi ta reda pa? Sen kan eleverna gora liknande problem till varandra sd att de ocksé far trina
pé att 16sa dem. Med tiden blir de da rutinuppgifter och inte problem. Variera svarigheten med hjilp
av antal ingdende varor och med priset.

Lis girna artikeln Ryska matematiska skolproblem av Ulf Persson och André Toom i Nimnaren
2006, nr 1.

Se ocksa Benjamin 2006, 4 och Ecolier 2003, 19.

Labyrinten i problem 10 ger troligen upphov till manga diskussioner. Hur kan man resonera? Disku-
tera vilka rutor som Kim inte ska besoka.
Varfor ska han inte besdka nagra rutor markerade med kryss? Varfor inte den med cirkel?
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Aven Benjamin 81 ar ir ett labyrintproblem:

Hamstern Fridolin gir i ett tunnelsystem.
Det ligger 16 pumpafron i tunnlarna, sd som
bilden visar. Fridolin far inte passera samma
korsning mer en ging. Vilket dr det storsta
antal fron han kan komma &t?

A: 12 B: 13 C: 14
D: 15 E: 16

Se ocksa E 2010, 2.

Problem 15, binken. Hir giller det att finna ett sitt att angripa problemet och att hantera informa-
tionen pé ett strukturerat vis. Det ir formégor som ir bra att ha med sig. Arbeta girna konkret med
problemet. Visa att det gar bra att arbeta baklinges for att komma fram till l6sningen. Liknande pro-
blem kan ocksa behandla tal, eller pengar om man vill vara mer konkret.

Leon ger sin syster 5 kr och sin bror 5 kr. Sen képer han en glass for 15 kr. Direfter har
han 8 kr kvar. Hur mycket hade han frén borjan?

Denna situation kan behandlas laborativt och med symboler. Utifrin det kan vi resonera om samband
mellan addition och subtraktion.

Se ocksa C 2005, 17; E 2007, 14; B 2007, 13; E 2008, 3; B 2008, 19 & E 2010, 17, som alla kriver att man

strukturerar information.

Aven problem 17, frigesporten, handlar frimst om att hitta en losningsmetod. Variera problemet med
olika poingtal. Diskutera varfor det alltid blir ett jimnt tal med dessa regler.
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Mainga problem kan utvecklas och diskuteras vidare med avseende pd sitt innehall. Vi kan bade for-

djupa matematiken och gora kopplingar mellan olika omriden och mellan matematiken och omvirl-
den.

Tid
Problem 4, Simons resa, behandlar klockan. Att rikna tid framéat och bakat ir nagot som de flesta beho-
ver trina mycket pa och det dr en vardagskunskap som alla behover. Anvind dagliga hindelser, tex:

Vi borjade for en och en halv timme sen, om tva timmar ir det slojd. Hur lang tid dr det
fran det vi borjar till slojden borjar?

Lt eleverna resonera kring hur tiden kan beriiknas som en addition av den tid som forflutit och den
tid som dterstar. Anknyt till frigestillningar av typen: Hur ling tid dr det kvar tills ni fyller 18 ar?
Resonera om tid pé olika platser pd jorden. Kanske ir nigon i klassen pa resa eller har nigra elever
slikt pa andra hall i virlden. Vad dr klockan dir? Vad innebir det att de ir 5 timmar fore oss eller att de
ir 11 timmar efter oss?
Diskutera att tidsenheterna inte ir ett decimalsystem och vad det far for konsekvenser.

Se ocksa E 2002, 14; E 2008, 8; E 2010, 6, 15 och 16.

Tal

Problem 1, skyltmdlningen, behandlar dels tid, antal dagar i en vecka, men ocksé tal, 8 =7 +1.
Jimfor med att nir klockan ir 13 siger vi oftast att klockan ir 1. Visa eleverna hur det hiinger ihop, s&
att de kan forstd varfor 21 ocksa ar 9.

Problem 2, stenvdgen, kan anvindas som illustration till enkel ekvationslosning: 26 + 8 +12=20+17 +x
Diskutera hur man kan jimfora sidorna i likheten och ta bort det som ir lika. Gor flera liknande pro-
blem och 1at eleverna konstruera problem till varandra.
Undersok vilka likheter vi kan fa om vi anviinder alla stenar, alltsd dven de i alternativen.
Problemet kan ocksé anvindas for att illustrera huvudrikningsstrategier. Om viser pa hela uttrycket
ser vi att 12 + 8 =20. Att kunna hantera tal pa ett flexibelt sitt ir en aspekt av god taluppfattning.

Tdrtorna i problem 9 kan illustrera brik. Varje tirta delas i 12 lika stora delar. Diskutera betydelsen av
att bitarna ir lika stora for att vi ska kunna tala om tolftedelar, eller tjugofjirdedelar. Resonera om att
varije bit ir en tolftedel av en tarta men ocksa en tjugofjirdedel av mormors tartbuffé.

Spelar det nigon roll for problemets [6sning att bitarna ir lika stora?

Hijilp eleverna att upptiicka att om de forst delar med 4 och sedan med 3 ir det detsamma som att
delamed 4-3=12. Rita giirna ett triddiagram.

Se ocksd C 2010, 8.

Problem 11, éigghandlaren, och 12 Lisas mynt, behandlar multiplar av 6 respektive 5.

Undersok entalssiffrorna i sexans tabell. Varfor ir det inga udda tal?

Se pa entalsmonstret i femmans tabell. Varfor ser det ut som det gér? Varfor dr varannan en nolla?

Att undersoka monstret i tabellerna ir ett bra sitt att 6ka forstaelsen for talen och sikerheten att
arbeta med dem.

Utifrdn problemen kan eleverna fa undersoka vilka méjligheter som finns. Hur méanga igg kan
handlaren packa om han vill ha fulla kartonger? Hur skulle han p4 bista sitt packa de olika antalen
som finns i alternativen?

Vilka olika summor kan Lisa ha i fickan? Om Lisa har 13 mynt av obestimd sort — vilka summor
skulle hon kunna ha?

Se ocksd B 2001, 11.
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Aven problem 14, pojkarna slér tirning, behandlar multiplikation. Att dubbla ir en metod som barn

ofta kan ta till sig tidigt. En historisk multiplikationsalgoritm, egyptisk multiplikation, bygger pa
dubbling:

1-12=12
2:12=24
4-12=48
8-12=96
16-12=192

24-12=7 24=16+8 24-12=192+96 =288
13-12=? 13=8+4+1 13-12=96 +48 +12=156

Gor fler exempel. Undersok och diskutera varfor metoden fungerar. Det kan ge en djupare forstaelse
for multiplikation. Metoden utnyttjar den distributiva lagen.

For att 16sa problemet méste eleverna ta till sig skriven information. Det ir en stor svérighet for
manga elever och vi behover arbeta systematiskt for att eleverna ska kunna utveckla den férmégan. 1
Kingurutivlingen har vi haft manga problem med relativt mycket text som passar bra att anvinda.

E 2002, 18; E 2003, 16; E 2006, 17: B 2008, 19; B 2009, 11.

For att 16sa problem 16, dtta tal i kvadrat, kan vi forstis prova oss fram. Men genom att resonera behover
vi inte prova alla kombinationer. Nir 5 ir utsatt, och det finns bara en méjlighet fér femmans place-
ring, loser sig resten. Gor flera liknande problem och lit eleverna resonera pd motsvarande sitt. De
kan sen forsoka konstruera liknande talproblem till varandra. Prova ocksd med att sitta tal i en triangel
och att utdka antalet ringar.

P4 drets Junior finns ett problem som sikert kan roa intresserade elever, nr 17.

Niklas vill skriva ett heltal i varje ruta si att summan av talen i 1 0
varje 2x2-kvadrat blir 10. Fem tal dr redan ditskrivna. >
Vilken blir summan av de fyra saknade talen?

A9 B: 10 C: 11 D: 12 E: 13

Ett dokument med samlade problem kring talet 2011 finns att himta pa ncm.gu.se/media/namnaren/
kanguru/2011/arb_talet_2011.pdf .
Se ocksé E 2003, 5 E 2004, 5: B 2010, 10.

Geometri

Som vanligt handlar flera problem om geometri. Det ir naturligtvis allra littast att 16sa dem konkret,
men syftet med problemen ir inte att hitta det korrekta svaret i forsta hand. Det konkreta arbetet
ska hjilpa eleverna att fa forstaelse. Dirfor dr det ocksa viktigt att samtala om det konkreta arbetet
och lyfta fram de samband som ska illustreras. Under tivlingen har eleverna lést problemen utan
hjilpmedel. I efterarbetet kan eleverna jimfora hur de tinkt, dvs deras forestillning, med en konkret
representation. Att tolka en tredimensionell bild exempelvis ir inte litt och mdnga maste fa flera moj-
ligheter att jamfora bild och verklighet for att utveckla den férmagan.

Problem 3, kingurun pad bridet, kan leda till diskussion om ett varv. Fyra forflyttningar tar kingu-
run tillbaka till utgdngspunkten. Undersok 8,12, 16 etc forflyttningar pd samma sitt. Hur ménga for-
flyttningar behovs for att Kingurun ska hamna i rutan till hoger, forutom 5 som i problemet?

Lat eleverna skriva beskrivningar till varandra s att kiingurun hamnar i andra rutor, borja med
svarsalternativen. Lt girna eleverna konstruera en egen notation som gir enklare att skriva.

L4t dem ocksa beskriva olika vigar bade utifran sett och frin kinguruns perspektiv. Gér motsva-
rande dvningar med kartor éver niromradet och uppgiften kan vara att beskriva fér nigon hur man
ska tasig till olika platser.

Se ocksa B 2007,6: B 2010, 9.
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Problem 5, Marias figurer, behandlar grundliggande geometriska objekt. Diskutera egenskaper hos
dessa, se pa antal sidor och antal horn, pa vinklar och symmetrier. Dela figurerna pa olika siitt och
resonera om storleken. Gor liknande dvningar med andra figurer och med tex bara trianglar av olika
slag.

Sortera geometriska objekt, tex mdnghorningar. Med en bild eller diagram kan man klargora sam-
band och illustrera att alla kvadrater ir rektanglar, kvadraten ir en delmingd av rektanglar, och att

rektanglar ir parallellogrammer etc.
Se ocksa E 2009, 2; B 2003, 15; B 2009, 9.

Om vi delar en kvadrat lings diagonalen far vi tva lika stora trianglar. Lat eleverna resonera om och
argumentera for att det verkligen ir si. Detta samband utnyttjas sedan i problem 6, arean. Under-
sok omkretsen pa figurerna. Lt eleverna resonera sig fram till att strickorna som gir lings med en
ruta inte kan vara lika linga som de som gir diagonalt. Gor fler undersdkningar av relationen mellan
ombkrets och area. Utgé fran en bestimd omkrets 1t eleverna konstruera figurer med olika area.

Se ocksa E 2001, 3 och 18 E 2002, 6; E 2006, 9.

Problem 8, bokstiver i rutor, handlar om symmetri. Resonera om vilka rutor som ticker vilka boksti-
ver. Undersok symmetrier i bokstiver, pa byggnader och i naturen. Lt eleverna rita olika symmetriska
monster, bide i rutmonster och pa vitt papper. De kan ocksa rita en halv bild och lita ndgon kamrat
komplettera den si att den blir symmetrisk.

Nimnaren 2011: 1 behandlar symmetri. Dir finns flera exempel pa hur man kan arbeta med sym-

metri i klassrummet. Se ocksa E 2001, 1; E 2010, 3 B 2010, 2; och C 2010, 1. C 2007, 9.

[ problem 13, Alis minster, ska vi gora en tessellering. Diskutera vilka geometriska former som ménstret
ir uppbyggt av. Forstora figurerna och klipp ut. Lat eleverna undersoka tesselleringen konkret. Kan
man fortsitta att bygga pa Alis monster sa att det ticker en storre yta? Arbeta mer med tessellering
med olika former.

Kanhiinda ir det nigra elever som uppfattar Alis monster tredimensionellt, som ett bygge med fyra
kuber. Utgd i s fall frin det och diskutera hur vi uppfattar tvidimensionella bilder tredimensionellt.
Jamfor hur foremal ser ut i verkligheten och pa bilder. Vi ser att bollen ir ett klot pa bilden, fastin det
egentligen ir en cirkel vi ser etc.

Se ocksa E 2008, 10; E 2010, 1; B 2003, 15; B 2004, 5.

For att 16sa problem 18, tirningsbygget, maste vi bade tinka pa hur en tirning ir konstruerad och gora
mentala operationer med bygget. Vi méste forestilla oss hur det ser ut frdn andra sidan. Nir eleverna
nu har forsokt att gora det i huvudet kan de bygga upp det konkret och se att det stimmer. Varfor blir
hoger viinster?

Lit dem sedan bygga upp olika tirningshogar och rita av dem. Kamraterna kan sedan fundera ut
hur det ser ut frin andra sidan.

Se ocksé aktiviteten Rika tdrningar som finns pd Nimnarens webbplats, ncm.gu.se/namnaren,
under artikelregister, sok pa "Rika tirningar”. Ett lite svirare tirningsproblem finns pa arets Benja-
min, nummer 20. Ett dokument med samlade problem kring tirningar finns att himta pa ncm.gu.se/
media/namnaren/kanguru/2011/arb_tarningar_2011.pdf

Se ocksa E 2007,9: E 2009, 15; B 2001, 20; B 2010, 14 och 18.

Hir har vi givit ndgra forslag till arbete kring uppgifterna. Vi hoppas att dessa ska stimulera till andra
aktiviteter och andra problem. Elevernas fragor kan ge upphov till férdjupning och nya problem.

G4 girna igenom elevernas svarsblanketter och notera inte bara vilka uppgifter de klarat respektive
inte klarat. Elevernas felsvar kan ge intressant information och kan ligga till grund for vidare aktivitet
i klassen.
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Ndmnaren. I varje nummer finns Problemavdelningen och Kingurusidan. Lis ocksa tidigare artik-
lar kring problemlésning. Namnarenartiklar publicerade 19902008 finns fritt tillgingliga som
pdf-dokument pa Niamnaren pa nitet, namnaren.ncm.gu.se. Du finner dem via artikeldatabasen.
Under ArkivN finns alla publicerade Uppslag och Problemavdelningar samlade. Nimnaren pa
nitet presenterar varje manad nya problem under rubriken Mdnadens problem.

Strivorna finns pa ncm.gu.se/stravorna. Dir finns aktiviteter, problem och artiklar samlade och
ordnade efter kursplanen.
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