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Arbeta vidare med Benjamin

Nu ir tivlingsdelen av Kingurun avslutad, men vi hoppas att problemen ska kunna vara underlag for
manga intressanta diskussioner. I samband med genomgang passar det bra att lta eleverna resonera
sig fram till losningarna i grupp. Lt alla forst 3 mojlighet att 16sa alla problem pa egen hand. Vid det
gemensamma arbetet med problemen ir det limpligt att aterkomma till nigra punkter for att eleverna
ska utveckla sin problemlésningsformaga. Dessa passar alltsa till i stort sett alla problem.

Vi ger hir forst nagra forslag till arbete med problemen generellt och direfter nagra forslag utifran
problemets innehall.

— Diskutera gruppernas losningar i klassen och jamfér idéer och angreppssiitt. Lat ocksa eleverna fa
granska kamraternas losningar: Har de tagit hiinsyn till alla forutsittningar? Ar de tydliga? Ar reso-
nemanget korrekt? Fungerar l6sningsmetoden pa andra, liknande problem?

Att analysera och diskutera varandras 16sningar ir bra, men det kriver forstas att man arbetar lang-
siktigt sa att eleverna vinjer sig vid att biade ge kritik pa ett konstruktivt sitt och att granskas. Om de
redan fran borjan far uppleva att det ir en del av undervisningen kan det bli en naturlig och uppskat-
tad form av arbete med problem.

— Diskutera vilken information i problemet som ir nddvindig och vad som kan indras utan att
problemet forindras.

— I'samband med diskussion av problemen kommer ett antal termer att aktualiseras. G& igenom dem.
Lit eleverna anviinda och sjilva fa definiera olika begrepp och aterkom till dem i olika samman-
hang. Nagra exempel frin arets Benjamin: diagonal, kvadrat, triangel, bas och hdjd, symmetrisk,
symmetrilinje, spegling, rotation, rad och kolumn, summa, faktor, produkt, multiplikation, kvot, divi-
sion, delbarhet. For definitioner hinvisar vi till Matematiktermer for skolan (Kiselman & Mouwitz,

2008).

— Kontrollera att I3sningen verkligen svarar mot fragan. Ar det ett rimligt svar? Hur vet vi det?
Paminner problemet om nigot annat problem vi 16st tidigare?
Vilka kunskaper hade vi nytta av niir vi loste problemet?
Vilka nya fragor kan problemet viicka?
Lirde vi oss ndgot nytt av problemet?

— Gaigenom de felaktiga svarsalternativen och resonera om varfor dessa inte ir riktiga. Lt eleverna
gora forindringar i uppgiften s att de andra alternativen blir riktiga. Utmaningen kan vara att gora
s& sma forindringar som mojligt.

— Avsluta med att lita eleverna konstruera egna liknande problem. Det ir ett sitt att se om de har
forstatt det som varit centralt i problemet.

Rumsuppfattning och geometri

Som vanligt handlar flera problem om geometri. I flera av dem maste man hantera former i huvudet.
Dessa problem ir enklare att l6sa med hijilp av laborativt material. Under tivlingen ir det inte tillitet
att anviinda sidant, syftet med problemen iir inte att hitta det korrekta svaret i forsta hand. I efterar-
betet kan man girna plocka fram material eller klippa ut figurer och undersika. Det konkreta arbetet
ska hjilpa eleverna att {4 forstdelse. Dirfor dr det ocksé viktigt att samtala om det konkreta arbetet och
lyfta fram de samband som ska illustreras. Lat eleverna jimféra hur de tinkt, dvs deras forestillning,
med en konkret representation.
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Symmetri och spegling

2 I problem 2 handlar det om spegling. Siffran ska forst speglas i en linje och direfter ska den nya
figuren speglas i en annan linje. Undersok hur vara andra siffror skulle speglas pA motsvarande siitt.
Vilka blir oforindrade? Vad beror det pa? Undersok ocksd bokstiver pa samma sitt. Prova att vrida
speglingslinjen. Paverkar det speglingen?

Anknyt till elevernas erfarenhet frin textilslojden. Dirifrin vet de att man ofta méste spegelvinda
for att det ska bli ritt, tex nir man syr drmar och byxben.

Lit eleverna teckna eller mala en halv bild som en kamrat sedan ska firdigstilla genom spegling.

Arbeta i ett koordinatsystem. Lit eleverna placera ut klossar eller markera punkter nigonstans.
Kamratens uppgift blir att spegla i x- och y-axeln. Inledningsvis ricker det att bara ha en axel. Reso-
nera om hur punkter betecknas med koordinater och 1at eleverna bokfora sina exempel. Jimfor
och diskutera koordinaterna fér de speglade punkterna. Hur indras de niir vi speglar i x-axeln? Hur
dndras de nir de speglas i y-axeln?

Gor sedan motsvarande med linjer och polygoner.

Undersok symmetrier i geometriska former: olika fyrhérningar, olika trianglar,
andra manghorningar. Sortera formerna med avseende pd deras symmetrier. Vad
skiljer en kvadrat frin andra rektanglar? Titta ocksd pa den form som vi kallar drake.
Hur ménga symmetrilinjer har den?

Sok efter symmetri i omvirlden, pa byggnader och i naturen. Bestim symmetrilinjer.

11 Tidigare problem kring symmetri i Kiingurun har rort rutménster. Anviind girna problem 11 och
lit eleverna med sa fa indringar som méjligt av rutornas firg fa bilden symmetrisk.
Variera problemets svarighetsgrad med hjilp av antalet rutor och val av symmetrilinje.

Mentala forflyttningar, visualisering
6 Problem 6 forekommer i flera tivlingsklasser i ar. Los girna ocksa de andra. Uppgiften i alla ir att
flytta pa klossar for att fa rum med en kloss till:

- | Hur ska klossarna flyttas?

Lt eleverna gora egna pussel t varandra. En utmaning kan vara att konstruera ett pussel som har
tillrickligt med tom plats for att rymma ytterligare klossar, men dir detta ind4 dr omojligt. Variera
storlek pa bade pussel och klossar. Problemet passar bra for att lita eleverna beskriva med ord hur
de flyttar klossar, ligesord och riktning blir da viktiga.

7 Att tolka en tredimensionell bild ir inte litt och minga maste f rikliga mojligheter att jimfora
bild och verklighet for att utveckla den formagan. Klipp kvadraten i problem 7 och lat eleverna
identifiera alla streck och alla ytor och jimféra verklighet med bild. Lit eleverna arbeta parvis och
konstruera liknande problem till varandra.

Kungl Vetenskapsakademien & NCM/Namnaren 2



Kangurutavlingen 2010 — Benjamin “O
AN
8 Problem 8, knuten, ir ett liknande problem. Hir handlar det om att ha kontroll pd om snoret gir

over eller under. Lit eleverna forklara med ord varfor knuten dr en knut. Hur ska man gora for att

visa att de andra alternativen inte ir knutar? Diskutera med eleverna s att de ser att alla de 6vriga
gar att 16sa upp till en ring, en sluten kurva.

9 Problem 9 handlar om vridning runt en punkt och rotationssymmetri. Hur ska vi {4 de andra alter-
nativen? Vad menas med ett kvarts varv? Vad hiinder om man vrider 360°? 720°? Spelar rotations-
riktningen nagon roll?

Vi anvinder ofta begreppen medurs och moturs eller medsols och motsols. Resonera kring dessa
ord som ir vanliga i vardagslivet men kanske inte helt enkla, speciellt inte medsols och motsols.

Gor egna liknande problem.
Undersok andra figurer, ocksa sidana som inte behdver vridas ett helt varv for att se likadan ut.

Lit eleverna konstruera monster med en figur som de roterar stegvis upprepade ganger och ritar
eller mélar efter varandra. Detta kan bli vackra birder att sitta upp i klassrummet. Studera ocksa
tapetbarder och andra utsmyckningar och undersok rotationssymmetrier i dem.

18 I problem 18 maste vi tinka oss baksidan. Resonera och lit eleverna med ord beskriva hur snoret
loper.

Undersok olika kroppar. Hur ser de ut fran olika hall? Rita framifran, bakifran, frin ena sidan och
den andra. Sidana ritningar har eleverna sikert gjort i slojden.

Lit eleverna bygga olika kroppar med kuber och rita dem fran olika hall. Prata om vad man ser och
hur det ser ut. En modell som kan anviindas ir att bygga med multilink, dvs olikfirgade kuber, och
sen rita bygget fran fyra hall: framifrin, bakifran, frin vinster och fran hoger. Varje bygge beskrivs
alltsd av fyra ritningar. Eleverna kan arbeta i par och sen byta ritningar med ett par kamrater, som
fari uppgift att bygga efter ritningarna.

Lit eleverna rita av ndgot i omgivningen fran ett annat perspektiv in de kan se, t ex huset ovanifran.
Anvind tidningsbilder och 14t dem rita motivet si som det skulle ha sett ut frin ett annat hall. (Se
Nimnaren 2,1996. Matematiken i bilden eller bilden i matematiken)

Tal

Manga problem som férkommer i Kingurun handlar om heltalen. Elevernas formaga att riikna borjar
med de positiva heltalen och diir byggs den grundliggande talforstielsen upp. Det ir viktigt att elev-
erna har sikerhet i de positiva heltalens egenskaper och berikningar med dem, innan nya talomraden
infors. Resonera om de positiva heltalen. Lt eleverna fundera pa "Vilket dr det storsta talet?” och
motivera sina svar. Anvind en tallinje som stod. Resonera ocksd om riknesittens innebord. Det passar
tex i samband med problem 12, dir berikningen inte efterfrigas. Problem 15 illustrerar riknesittens
inbordes relation. Diskutera hur vi kan utnyttja ssmbanden mellan riknesitten nir vi gor berikningar.
Lat eleverna gora egna liknande problem som 12 och 15.

1 I problem 1 kan man relativt litt prova sig fram till vilket tal som maste dolja sig bakom triangeln.
Men det gir ocksa att resonera utifrdn likhetstecknet. Detta ir ett exempel pd en prealgebraisk
dvning och utan att anvinda algebraiska beteckningar kan eleverna fi mota enkla ekvationer. Byt
sedan ut trianglarna mot andra former och sen bokstiver, tex x och férenkla senare uttrycket till
2-x+6=4-x. Att vi kan skriva 2-x som 2x iir en konvention, och nigot vi maste beritta for eleverna.

Lit eleverna gora egna ekvationer som kamraterna far 16sa.

Lét eleverna ocksa l6sa problemet om man tillater olika tal bakom trianglarna. Diskutera skillnaden.

Lis mer om prealgebra i NaimnarenTema Algebra for alla.
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5 Aven problem 5 kan lésas med ekvationer, men troligen anvinder de allra flesta elever en annan
metod. Lit eleverna skriva upp likheten med symboler: 2:6+3-=10-2+4-4 och forklara vad de
ingdende delarna betyder, relaterat till problemet. Detta illustrerar pa ett bra sitt behovet av priori-
teringsregler. Vi maste utfora multiplikationerna fore additionerna for att det ska vara benens antal

vi adderar. Gor egna likheter om konkreta foremél som hjilper till att gora det tydligt vad som ska
multipliceras resp adderas eller subtraheras.

Arbeta konkret eller med bilder: Lat eleverna rita eller bygga djurgirdar dir antalet ben ska vara
konstant. Lt dem variera antalet ingdende djur av olika slag. Jimfor talen i de olika djurgruppe-
ringarna. Undersok vilka totala antal som dr mojliga att fa.

Gor en tabell med uppgifterna i problemet. Anvind sedan tabellen for att undersoka antalet ben
nir man har lika méinga av varje djur. Forsok ocksa att finna de antal djur av varje slag man ska ha
for att deras ben ska vara lika manga, dvs lika manga spindelben som flugben, fagelben och kattben.
Vilka antal ben kan aldrig forekomma? T diskussionen kan begrepp som gemensam multipel och

delbarhet behandlas.

Se ocksd Cadet 81 drets omgang,.

3 Problem 3 ir en variant pd en problemtyp som forekommit ménga ganger i Kingurun. Oftast har
det handlat om hur manga sidor som dterstar om man har list till en viss sida i en bok. Sidana pro-
blem ir inte sd enkla ens for vuxna, vilka tal ir det man ska anvinda om man gor en berikning med
subtraktion?

Om vi utfor berikningen 2110 far vi 11. Varfor ir inte 11 ritt svar? Lit eleverna rita stegen och
konkret uppleva vad 2110 ir. Det kan ses som att vi har 21 pinnar och tar bort 10, men ocksa som
att frin den tionde pinnen ir det 11 pinnar upp till pinne 21 eller att frin pinne 21 ner till pinne 10
ir det 11 steg. Vilken tanke ligger nirmast problemet? Om vi plockar pinnar uppifran och tar bort
10 st, sd ir den tionde pinnen pinne nummer 12, vi ska ju ha 11 kvar. For att teckna subtraktionen
sd att den motsvarar problemet far vi tinka att vi har 21 och tar bort 9 pinnar for att hamna pa den
tionde.

Gor motsvarande undersokningar med sidor i bocker, datumi en ménad etc. Diskutera hur subtrak-
tionen ska tecknas for att pd bista sitt motsvara problemet.

Arbeta konkret: Numrera trid, l1ador, stolpar, byggklossar mm fran tva olika hall. Lit eleverna fa
avgora vilket nummer som stir pa baksidan. Detta kan de gora i par och turas om att skapa och 16sa

problemet.

Los ocksd Ecolier 131 arets omgéing:

Martin och Klara bor i ett hoghus. Klara bor 12 vaningar éver Martin.
En dag tog Martin trapporna frin sin vaning for att besoka Klara.
Nir han hunnit halvvigs var han pé vining 8.

P34 vilken vaning bor Klara?

Vilken vaning skulle Martin ha hunnit till om alternativet 12, 16, 20 eller 24 var korrekt?
Vilken vaning bor Martin respektive Klara pd om Martin har hunnit en tredjedels vig eller en
fjirdedels vig nir han var p vining 8. Lat eleverna konstruera liknande problem it varandra.

10 Problem 10 handlar om att maximera summor. Vi kan prova oss fram till ritt svar, men vi kan ocksa
resonera kring att utnyttja de storsta talen pa bista sitt. Lit eleverna losa samma problem men byt
ut nigra tal s att det hogsta inte gar att placera i mittrutan. Lat eleverna konstruera liknande rutor
och undersoka under vilka forutsittningar problemet gar att l6sa.
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12 Problem 12 behandlar talmonster och figurativa tal. Resonera om hur bilden illustrerar varfor

summan av de sju férsta udda talen ir 7-7. Lt eleverna fa upptiicka att vi inte kan anvinda samma
idé for de jaimna talen.

Undersok den aritmetiska summan 1+2+3+4+ ...+100. Lat eleverna forsoka finna olika sitt att
berikna den. Borja eventuellt med talen 1-10. De flesta kommer nog att addera tiokamrater. Gor
da talraden lingre, tex upp till 50. D4 kanske ndgon ser att om man parar ihop forsta och sista,
andra och niist sista osv, sa blir summorna 51. Hur manga sidana summor av 51 far vi? Vad blir total-
summan?

Ett annat sitt att illustrera denna summa ir att stilla upp talen efter varandra i tva rader, den éversta
fran 1 och den nedre frin 100. Sen adderar vi parvis och direfter adderas summorna, 100 - 101. Den
summan maste sedan delas med 2. Varfor?

1 2 3 4 5 6 7 8 100
+ 100 99 98 97 96 95 94 93 1
101 101 101 101 101 101 101 101 101

Detta kan ocksa illustreras geometrisk. Med tva likadana trappor som liggs
samman till en rektangel ser vi att summan ér hilften av rektangeln. Dvs 221
Hur man kan arbeta med denna summa finns beskrivet pd minga héll, tex i Rika
matematiska problem (Hagland, Hedrén & Taflin, 2005).

Beritta historien om C. F. Gauss som péstés ha slagit sin lirare med hipnad da
han pa ett 6gonblick 16ste den uppgift som liraren hoppats skulle hilla honom sysselsatt under resten
av lektionen. Det finns fler beriittelser om Gauss om man sdker pa nitet.

P3 Strivorna 4A finns aktiviteten Talserie.

Problemlosningsstrategier

I flera problem ir det frimst formégan att hitta en bra strategi som utmanas. For att utveckla pro-
blemldsningsformagan krivs det att eleverna far 16sa manga problem av olika slag, och ocksa resonera
kring problemlésningen, tex si som vi beskrivit inledningsvis. Vi ser i redovisningen av resultat fran
Kingurutivlingen att vissa problem som ingar i flera tivlingsklasser inte har tydligt bittre [6snings-
frekvens bland de ildre eleverna. Vi funderar ibland vad det kan bero pa.

4 Problem 4 illustrerar multiplikationsprincipen, som ir anvindbar i manga olika kombinatorikpro-
blem. Lat eleverna systematiskt undersdka hur antalet streck indras med antalet punkter. Borja
med tvd punkter i dvre raden och tvé i den undre. Variera antalet och 1at det vara olika antal i 6vre
och undre raden. Gor tabeller f6r att se hur antalet streck dkar. Prova ocksa att sitta punkter i tre
"viningar” och dra linjer mellan alla punkterna. Borja med en punkt pa dversta viningen, tvd punk-
ter dirunder och tre pa den understa.

Om man vill arbeta estetiskt i anknytning till uppgiften kan eleverna firgligga det ménster som
bildas nir man drar linjer mellan olika punkter.

En annan uppgift kan vara att gora monstret med spik pd en brida och dra garn mellan spikarna.
Detta kan goras som ett samarbete med sldjden. Denna teknik var vanlig pa 60-talet i tavlor och
viggprydnader. Lis om och se pa bilder av Naum Gabo.

Aven problem 13 och 17 ir kombinatoriska problem.
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Kipa glass: Hur méinga olika glassar kan man kombinera om man har fyra smaker om fér ta tva
kulor?

Mossor och halsdukar (Milou 4, 2010). P4 hur manga olika sitt kan man kli sig i mdssa och halsduk
om man har tvd mossor och tva halsdukar? Det kan forstas varieras med byxor och troja, skor och

Andra exempel pa problem inom detta omréide ir:
Hilsa pd varandra: Hur manga handskakningar blir det om alla hilsar p4 alla vid en fest?

strumpor etc.

Gor flera olika exempel pa kombinatoriska problem och lit eleverna uppticka vad som ir gemensamt.
Borja med fa mojligheter, ett litet antal gister pa festen etc. Gor det konkret, illustrera pé olika sitt
och gor en tabell. Oka sedan antalet och jimfér. Om det ér ett litet antal objekt kan man finna en
l6sning genom ett systematiskt tillvigagingssitt. Blir antalet fér stort maste man finna en mer generell
metod. Att utveckla forstielse for dessa metoder sd att de kan anviindas som verktyg vid liknande fra-
gestillningar dr det ldngsiktiga malet. For att nd dit behover eleverna manga exempel dir de kan lésa
problemet konkret och ha éverblick dver alla mojligheter. Utifran sidana erfarenheter kan de senare
generaliseras.

Problemen handlar ocksd om att veta att man funnit alla tinkbara mojligheter och att kunna moti-
vera det. Lit eleverna fa motivera och dvertyga kamraterna.

21 I problem 21 maste man resonera logiskt och stegvis. Varje pastdende maste tolkas och granskas.
Man maste ocksa finna ett bra sitt att hilla ordning pa all information. Manga ginger ér tabeller,
bilder eller enkla skisser anvindbara.

Arbeta igenom problemet gemensamt och diskutera pastdendena ett i taget. Vilken information
far vii varje uttalande?

Hur kan vi veta att bara en blickfisk talar sanning?
Hur kan talen delasupp i termer av 6,7 och 8?
Hur skulle forutsittningarna indras om en blickfisk hade pastatt att de hade 29 armar?

En utmaning kan vara att konstruera ett eget liknande problem. Samma problem men med fragan
"Hur ménga armar har den roda blickfisken” finns i drets Junior och Student.

Problem av den hir typen tycker ménga ir svira. Det blir mycket information att hélla reda p& och
man behover g tillbaka och kontrollera mot forutsittningarna flera ginger. Problemet ir komplext.
Vi har haft en hel del liknande problem tidigare i alla tivlingsklasser. De ir inte beroende av vilka
matematikkurser eleverna list utan handlar mer om formédgan att resonera logiskt. Prova dirfor lik-
nande problem fran andra klasser och andra ar. T ex: Ecolier 17 och GyCadet 24, 2010; Cadet 13, 2009;
Benjamin 19 och Cadet 17, 2008; Benjamin 13, Junior 10 2007, Ecoier 17, 2006; Benjamin 21, 2005.
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Ndmnaren. I varje nummer finns Problemavdelningen och Kingurusidan. Lis ocksé tidigare artik-
lar kring problemldsning. Namnarenartiklar publicerade 1990-2007 finns fritt tillgingliga som
pdf-dokument pa Nimnaren pa nitet, namnaren.ncm.gu.se. Du finner dem via artikeldatabasen.
Under ArkivN finns alla publicerade Uppslag och Problemavdelningar samlade. Nimnaren pa
nitet presenterar varje manad nya problem under rubriken Mdnadens problem.

Strivorna finns pa ncm.gu.se/stravorna. Dir finns aktiviteter, problem och artiklar samlade och
ordnade efter kursplanens mél
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