Kdangurutavlingen 2009 - Benjamin b O

Svar och l6sningar A

1. D

2:B

3 A

4:C

5:D

6:D

7:C

8 E

9:D

AN

200-9

Alla de andra ir udda. Undersok kombinationerna i multiplikationstabellen

med avseende pa jaimna och udda tal. Hur kan man veta om resultatet av en
multiplikation blir ett jimnt eller udda tal? Vilket grundliggande samband ir det ett
resultat av?

I cirkeln och kvadraten, men inte i triangeln.
Hir handlar det dels om att benimna de tre geometriska formerna och att kunna se
att kingurun ir i bdde cirkeln och kvadraten.

[ den vita asken.
Kolan ligger i den roda asken si chokladbiten maste ligga i den vita. Problemet kan
losas konkret och med en enkel bild.

3
Det finns flera sitt att fa ett palindromtal, men alla kriver att vi tar bort &tminstone
tre siffror: Vi kan £a 12321, 13331, 13231.

8

Los uppgiften konkret med klotsar eller markorer av ndgot slag och gor en tabell Gver
hur antalet 6kar. Resonera om att det fran borjan ir 16 pojkar fler och att flickorna
nirmar sig pojkarnas antal med 2 i veckan, alltsa tar det 8 veckor tills de blir lika
manga.

240 m
Halva brons lingd ligger pa flodens strinder. § + £ + 1 = 1.120m ér hilften av den
totala lingden som dr 240 m.

46 dm

Om plattorna ligger kant mot kant ir det lika 1ingt mellan tvd mittpunkter som fran
kant till kant pd en platta. Alltsd 5 plattlingder och 4 plattbredder. Varfor bara 4
bredder? 5-6dm + 4-4dm = 46 dm. Jimfor med 10-3dm + 8-2dm.

65 cm?
Den vita rektangeln, dverlappningen, 80 cm? — 37 cm? = 43 cm?.
108 cm? — 43 cm? = 65cm?.

6 cm
Figurernas omkrets ir 36 cm. Triangelns sida dr diirfor 3cm = 12cm.
Rektangelns lingsida dr ocksd 12 cm och didrmed ér kortsidan 6 cm.

12cm +6cm =18cm, 2-18cm=36cm.
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Katterna ir hilften s manga som hundarna. i
Gor en tabell ver ett antal katt-tassar och motsvarande hund nosar och se efter hur
manga katter respektive hundar det motsvarar. T ex si hir:

katt-tassar katter | hundnosar  hundar
4 1 2 2
8 2 4 4
12 3 6 6
16 4 8 8

Man kan ocksé resonera sig fram: Eftersom en katt har fyra gdnger s manga tassar
som hunden har nos si hade katterna varit lika manga om antalet tassar varit fyra
ginger si stort som antalet nosar. Nu ir antalet tassar bara dubbelt s stort, dvs
hilften sd mycket. Problemet kan ge upphov till diskussion kring hur mycket hilften
av hilften ir etc.

David

Tillsammans har de fyra pojkarna 1+2+3+4 =10 "platspoing”. Det ir alltsd Carlo
som blev nummer 4, eftersom de andra tre tillsammans far 6. Da 4+ 2= 6 ir det Boris
som blev tvia. Boris var bittre in Anders, sa det kan inte vara Anders som vann. Det
maste vara David.

6

Vi kan jaimféra summorna i raderna och kolumnerna:

B -l
.+A+.:9 Alltsa érDIZmer énA.

D + D + . =10

DI+.+.:11 Alltséér.lmerénD

Om vi byter ut D i forsta raden far vi tre . =12, alltsa dr . =4
Sen kan vi 16sa ut de andra figurerna: DI:B, A =1. 4+3-1=6
Ersitt igurerna med bokstiver: x, y och z och skriv ner samband, tex:
x+y+x=11och

x+y+y=10innebiratt y=x-1

x+y+x=11och
x+z+x=9innebirattz=y-2

Problemet limpar sig bra for att lita eleverna bekanta sig med 16sningar av
ekvationssystem.
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13:C 48cm? _“

Det vita omradet bestar av fyra sméikvadrater om vardera 4 cm?, dvs 16 cm? och en
stor kvadrat med sidan 6 cm, dvs 36 cm?. Den stora vita kvadraten far man genom att
tinka sig en forflyttning av de fyra likbenta trianglarna s att de mots i en gemensam
mittpunkt. Detta kan forstas utforas konkret.

16 cm? + 36 cm? =52 cm? 100 cm? — 52 cm? =48 cm?,

14:C 45
Den storsta kub vi kan anvinda har sidan 10 cm, eftersom det ir den storsta
gemensamma faktorn i 30 och 50. Anvinder vi sidana kuber behover vi 3x3x 5 st.
Gor en bild eller illustrera konkret.
Vi kan forstas anvinda kuber med sidan 5 och 1cm ocksd, men da gir det at flera.

15:C 48cm?
Fyrhorningen kan delas i tvé ritvinkliga trianglar ADB och DBC.
11-3 9.7

5 cm?och triangeln DBC har arean - cm?,

Triangeln ADB har arean

tillsammans 31, 5cm? 4 16,5cm? =48 cm?.

16: D Kort nummer 2 liggeri ask B
Den totala summan pa korten ir 36, s summan i en ask ska vara 18. For att {3
summan 18 med tre kort kan vi inte anviinda korten 1 eller 2. Om vi tar kort 7 och
kort 8 maste det tredje kortet vara 3, alltsa ligger kort 2 i alla tinkbara fall i ask B.
Det finns olika sitt att fi summan 18: 8+7+3;7+6+5; 8+ 6+ 4.
Undersok de andra alternativen ocksd, inget av dem giller alltid.

172A A
I rutan mellan B och C i évre raden kan vi antingen skriva D eller A. Oavsett vad vi
viljer kommer vi att f4 A i den markerade rutan.

1I88A 5
Hir finns det flera strategier att anvinda.
Resonera: Vi vet att det blir en 45 och en 36 over. Vi vet alltsé att alla skostorlekar
ligger inom detta intervall. For att f4 s& fa personer som mojligt utgar vi frén att sa
manga som mojligt att tva storlekars skillnad, 36 + 38, 38 +40, 40+ 42, 42 + 44 och
44 145 eller: 45+ 43, 43 +42, 41+ 39,39 + 37 och 37 + 36. Atminstone en person har
bara ett nummers skillnad (eftersom vi far éver ett jaimnt och ett udda nummer). Vi
klarar att para ihop detta med 5 personer, vilket ir det minsta alternativet.

36 37 38 39 40 4l 42 43 44 45

36 37 38 39 40 4l 42 43 44 45
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19: C

20: D

21:C

17 Z"\

For att summan av de tre talen pa varje sidan ska bli densamma, méste talen

vid hérnen runt mitten av kroppen vara desamma, dvs 5 och talen i topp- och
bottenspetsen desamma, dvs 1. Prova att sitta in andra tal — det gar inte, vilket kan bli
uppenbart om man provar.

20

Ifylld kommer tabellen se ut s hir: 12 1 8
20 4
24 16
40 8
48 32
80 16
% | 64

[ tabellen framtrider ett ménster med dubbleringar och halveringar.
Vad beror dessa pa? Kalla de forsta talen a respetive b.

a b
a+b a-b
(a+b)+(a-b)=2a | (a+b)—(a-b)=2b
etc

Siddana hir overblickbara och litt kontrollerbara samband #r bra att anvinda som
utgangspunkt for att visa styrkan i att anviinda generella uttryck.

3

2009 kan skrivas som 7-7- 41 vilket gor att de enda mojliga rektanglarna, dvs
multiplikationer med tva heltalsfaktorer, dr 1- 2009 (och 2009-1); 7-287 (287-7) och
49-41 (41-49), dvs 3 st. Alternativet 6 finns inte med, vi betraktar 1- 2009 som samma
rektangel som 2009-1.

For att finna dessa faktorer kan man resonera, prova sig fram och anvinda
uteslutningsmetoden.

2009 ir inte delbart med 2, 3, 4, 5 eller 6. Det kan vi relativt enkelt konstatera. Det
forsta tal vi behover prova med ir 7, och 7 ir en faktor som ger 287 som den andra
faktorn. Vi behover da bara undersoka 287, dir vi med samma resonemang kan
utesluta 2,3, 4,5, och 6, sd att 7 ir det forsta vi behover prova. 7 gar fint och ger 41
som faktor. Nu har vi tre primtal och saken ir klar.
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Arbeta vidare med Benjamin

Vi hoppas att arbetet med 16sningarna har givit upphov till manga bra diskussioner och ocksa intres-
santa fragor. Kanske har ni tillsammans utvecklat frigestillningarna och gétt vidare med liknande
problem.

Vi har i detta dokument samlat nigra forslag pa hur man kan arbeta vidare med problemen. Dela
ocksd girna med dig av era egna idéer, som du kan skicka till kanguru@ncm.gu.se eller pa papper till
Kingurun, NCM Goéteborgs universitet, Box 160, 40530 Goteborg,

I samband med det gemensamma arbetet kan det vara limpligt att uppmirksamma terminologin
och passa pa att lyfta fram vad de olika termerna innebir. Lit ocksé eleverna sjilva f definiera olika
begrepp. For definitioner hinvisar vi till den nyutkomna Matematiktermer for skolan (Kiselman &
Mouwitz, 2008).

Minga problem aterkommer i olika skepnader ar fran ar. Bland de gamla problemen finns ocksd
forslag till hur de kan utvecklas. Alla gamla problem och dessa forslag finns tillgingliga pa Kinguru-
sidan p& ncm.gu.se och ir helt fria att anviinda.

Tal

Nagra problem handlar om grundliggande talkunskaper, B1, B10, B11, B16.

Udda och jamna tal
B1behandlar udda och jimna tal. Betona att jimna tal ir multiplar av 2. Vad far det for
konsekvenser om ett tal ir udda eller jimnt? Denna bakgrund kan man bygga vidare
pa for att utveckla elevernas forstielse for vilka entalssiffror som blir resultatet av olika
multiplikationer. Sidan talkunskap ir virdefull t ex nir man ska prova tals delbarhet.

Hilften och dubbelt
Problem 10 aktualiserar dubblering och halvering. Att dubblera och ta hilften har barn
i den hir dldern oftast inga problem med. Diremot kan sprikliga formuleringar med
"hilften sd minga” uppfattas som problematiska och svara att hantera om det 4r okint
vad det ir hilften av. Ex: Kalle har sparat hilften sa mycket som Siv och tillsammans har
de sparat ihop 474 kr. Hur mycket har Kalle sparat? Siv? Lit eleverna sjilva formulera
liknande problem, da ser de hur delarna forhaller sig till helheten. Variera ocksad med
andra delar, tredjedelar, fjirdedelar etc, sd att det blir tydligt hur relationen ser ut.
[lustrera konkret.

Successiv dubblering anviindes i gamla algoritmer for multiplikation, t ex i det som
kallas egyptisk multiplikation och i den ryske bondens metod. Exempel 23-64

164 = 64

2:64 = 128

4-64 = 256

8-64 = 512
16-64 = 1024 23=16+4+2+1,5423-64=1024+256 + 128 + 64=1472

Lt eleverna anviinda denna metod for att utfora multiplikationer.
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Borja pa 1 och dubblera successivt: 1, 2,4, 8, 16,32, 64 ..... Den talféljden kommer

eleverna att mota manga ganger. Lt eleverna skriva talen som produkter av 2, och

diskutera hur skrivsittet skulle kunna férenklas. Det kan vara ett limpligt ssammanhang
for att introducera potensskrivning. Inte for att eleverna nu maste kunna det, utan for
att de i ett ssammanhang som de ir engagerad i ser anviindningen. Nista ging de ser det
skrivsittet kanske de kinner igen det. Det ir bra att f4 mota procedurer, konventioner
och begrepp innan man méste kunna dem.

111
Borja pa 1 och halvera successivt 1, 218 16 Jamfor dubbleringen och halveringen.
1 1 1 1
Vad skulle vi f3 om vi adderade alla dessa delar: B + 1 + 3 + 6 +..?

Okdnda tal
Att forbereda arbetet med ekvationslosning genom att ersitta tal med rutor eller figurer
forekommer redan i de forsta skolaren. Det kan vi fortsitta med och gora parallellt med
att anvinda bokstiver s att eleverna uppmirksammas pa att det inte dr bokstaven i sig
som ir det visentliga. Manga elever blir ridda sé fort de ser ett x, men har inga problem
med en ruta. Utga fran enkla ekvationssystem och ersiitt inledningsvis bokstiverna med
figurer och presentera dem pa motsvarande sitt som i problem 12. Ligg sedan till nigra
koefhcienter. Ersitt sedan figurerna med bokstiver och presentera uttrycken si som vi
vanligen skriver ett ekvationssystem.

I det hiir problemet finns det tre obekanta och fyra olika ekvationer, men det hade rickt
med tre ekvationer. Prova att ta bort ndgon av ekvationerna och 16s problemet.

B19 handlar ocksi om att hitta ett okiint tal. Kalla de okinda hérnen for a, b och ¢ och
16s ekvationssystemet.

Faktorisering, primtal
Problem 21 handlar om hur talet 2009 kan faktoriseras. Lit eleverna systematiskt
faktorisera talen upp till tex 150. Vilka faktorer behdver man prova? Varfor dr det ingen
idé att prova med 2 om entalssiffran ir 3? Med 5 om entalssiffran ir 4 eller 7? Hur stora
faktorer behdver man prova? Varfor ricker det med upp till 6 om talet dr 35? Diskutera
gemensamt efterdt vilka slutsatser man kan dra. Vad ir det for speciellt med primtalen?
Presentera Erathostenes sill for eleverna.

Undersok och diskutera nidgra av de vanliga delbarhetsreglerna, t ex delbarhet med 2, 3,
4,5,9, och 10, 100, 1000.

Tals uppdelning
Problem B11 och B16 leder in pé diskussioner om heltals uppdelning. B11 handlar
om att dela upp talet 6 som en summa av tre olika tal och talet 10 som en summa
av 1+ 2 +3+4. Vilka tal kan vi dela upp pa detta sitt? Undersok triangeltalen, de ir
grundliggande och eleverna kommer att mota dem i olika sammanhang framéover. 1
problem B16 ir det summan 1+2+3+4+5+6+7+8 som vi arbetar med. Se ocksd E8.

Arbeta med att skriva tal som summor av olika ensiffriga tal, som summor av tre olika
ensiffriga tal. Vilket idr det storsta tal vi kan skriva som en summa av tre ensiffriga tal?
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Monster i talserier ."

[ problem 20 ser vi ett intressant monster. Att se efter monster i talserier ir ett lekfullt
sitt att utveckla god taluppfattning.

Presentera talserier, tex:1,2,4,7,11...;0,3,8,15,24 ...;1,1,2,1,3,2,5,3,8 ... Kan det
finnas olika mojliga fortsittningar? Olika sitt att se som ger samma resultat? Lat
eleverna gora egna serier att utmana varandra med. Be dem att sjilva skriva ner seriens
regler innan de limnar over till kamraten.

Venndiagram
Med utgangspunkt fran problem 2 kan Venndiagram presenteras. Sddana
arbetade man med under den tid som mingdliran hade en framskjuten roll inom
matematikundervisningen, men Venndiagram ir anvindbara och borde kunna anvindas
mer for att tex illustrera relationer inom och mellan olika méingder.

Undersok talen upp till ca 30 och sortera dem i kategorier: udda tal, tal delbara med

3 och tal delbara med 7. Gor tre ringar, med blyertspenna eller med snére och mirk
dem med dessa egenskaper. Placera ut talen pa ritt plats. Hur ska ringarna dverlappa
varandra? Eventuellt kommer man att fa rita om sin bild eller flytta sina snéren. Var ska
man placera 14? 67 21? Se ocksa Uppslaget i Namnaren 3, 2002.

Geometri

Ngra grundliggande samband
Vibehover ha vissa grundliggande faktakunskaper, tex att en rektangel ir en
fyrhorning dir alla vinklar ér rita, och alltsd motstdende sidor parallella (vilket ocksa
innebir att en kvadrat ir en rektangel). For att eleverna ska lira sig att urskilja det som
ir visentligt bor vi tinka pa att orientera figuren &t olika hall. En kvadrat kan sta pa ett
horn, det férindrar inte vinklarnas storlek eller sidornas lingder. En triangel maste inte
std pa sin bas och en trubbvinklig triangel kan ha en hojd som ligger utanfor figuren.

Undersok figuren i B13 och hitta och namnge olika geometriska former. Beroende pa
hur omradena delas kan vi finna olika former, forsok att hitta sd ménga som mojligt. Hur
kan vi faststilla att ett omrade ir av en viss form, tex en kvadrat, utan att mita.

Lt eleverna arbeta med att definiera andra geometriska figurer
de kinner till. Uppmuntra dem att vara s precisa och utforliga
som mojligt. Still fragor som hjilper eleverna att se de avgdrande
skillnaderna och likheterna mellan olika former, tex varfor ir inte
detta en rektangel?

For definitioner hanvisar vi till den nyutkomna Matematiktermer for skolan (Kiselman
& Mouwitz, 2008).

B 6 och B7 ror miitning av strickor. Ett liknande problem som B7 fanns 2007, B16.
Centralt i dessa dr mittpunkten.

Som vanligt handlar nigra problem om enkla formers area och omkrets B8, B9, B13 och
B15. Ge eleverna en given omkrets och 1at dem konstruera en figur med sa stor och en
med s3 liten area som mojligt. Gor motsvarande undersdkning med en given area.
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Grundliggande konstruktioner,
Triangelns area, som hilften av en rektangel, ir en del av [6sningen i B15. Den
kan undersokas pa geobride. D4 kan formen pa triangeln litt varieras nir den
grundliggande relationen gjorts trolig. Lat eleverna skapa egna trianglar och sedan
forsoka berikna arean. Be dem att motivera losningen med andra argument in att "det
ser man’.

Tvd- och tredimensionella konstruktioner
Att kunna uppfatta de tre dimensionerna i en tvidimensionell bild, som i B19, ir
forvanansvirt svart for manga elever. Det ir en formaga som maste bygga pa konkreta
erfarenheter och utvecklas med hjilp av samtal och att eleverna uppmirksammas
pa hur djupet vi kan se i verkligheten dverfors till platta bilder. B9 handlar om en
tvadimensionell figur, som kallas ett torn. Vanligtvis ir ett torn tredimensionellt. Hur
skulle ett sdidant torn kunna se ut? Diskutera kanter, sidoytor, antal horn och berikna
byggets volym.

Att kunna bedoma hur manga klossar som finns i ett bygge, B14, ir en viktig grund for
volymbegreppet. Hjilp eleverna att utveckla pabyggbara strategier for att berikna
antalet, sd att de systematiserar sina berikningar radvis och kolumnvis. Att rikna antalet
pé ett ostrukturerat vis leder inte till forstaelse for de grundliggande formlerna for area
och volym. Den maste bygga pa konkret erfarenhet av att systematiskt rikna antalet.

Lit eleverna bygga olika kroppar med kuber och rita dem fran olika hall. Prata om vad
man ser och hur det ser ut. En modell som kan anviindas ir att bygga med multilink,
olikfargade kuber, och sen rita bygget fran fyra hall: framifran, bakifran, fran viinster och
fran hoger. Varje bygge beskrivs alltsd av fyra ritningar. Eleverna kan arbeta i par och sen
byta ritningar med ett par kamrater, som far i uppgift att bygga efter ritningarna.

Att rita tredimensionellt ir inte litt och eleverna behover fa ledning och stod for det.
Anvind girna ett isometriskt prickpapper, som finns att himta pa ncm.gu.se/node/2281

Lit eleverna rita av ndgot i omgivningen fran ett annat perspektiv in de kan se, tex
huset ovanifran. Anvind tidningsbilder och lit dem rita motivet sd som det skulle
sett ut frin ett annat hall. (Se Nimnaren 2, 1996. Matematiken i bilden eller bilden i
matematiken).

Problem med klossbyggen har funnits i Kingurun varje ar, i flera olika klasser. I arets
omgang kan E4 och S9 vara intressanta att arbeta vidare med. I Milou finns ocks3 ett
problem kring klossbygge. Det handlar om att tolka en speciell sorts ritning:

v
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Problemldsningstrategier

Gor en bild och systematisera
Problem 3 loser man littare med en enkel skiss over de tre askarna. Liknande problem
har varit med manga ganger, och de har ofta relativt hog l1osningsprocent. Kanske
beror det pa att eleverna systematiserar sin [6sning. Hir handlar det ocksa om att
verkligen lisa och forstd informationen i uppgiften, och fér manga ir det nodvindigt
att organisera denna information pa ett dverskddligt sitt. Det blir for mycket att
hélla i huvudet. En del elever har stora svarigheter med lisningen och de kan behéva
arbeta extra mycket med den hiir typen av uppgifter, och f stod for hur de ska hantera
informationen. Arbeta girna gemensamt med liknande problem och diskutera
allteftersom hur informationen som ges ska hanteras.

For att 16sa B5 kan flera olika strategier komma till anviindning: tex gora en tabell,

fora resonemang, sitta upp en ekvation. Genom att losa problem pa olika sitt och
jaimfora resultatet kan eleverna fa djupare forstielse. Ekvationens tal och symboler kan
dterfinnas i tabellen, och det resonemang man for kan ses i tabellen och i symbolerna.
Lyft fram dessa samband sa att det blir tydligt att det inte dr olika losningar utan olika
sitt att genomfora och beskriva ldsningen.

B10 aktualiserar frigor om proportionalitet, relationen mellan tassar och nosar ir
densamma hela tiden. Vilket skulle férhillandet mellan katt-tassar och hundnosar vara
om de andra alternativen vore korrekta? Ett liknande problem, men med en annan
fragestillning ir E14, som ir en variant av det klassiska problemet med hons och far.

B17,B18 och B19 handlar alla om logiska resonemang. I B17 behéver man inte fyllai alla
rutor for att komma fram till ett svar. Hur kan man resonera? En nigot svirare variant ir

J7.

I B19 kan man prova att flytta ettan till ett annat horn. Byt plats pa ettan och femman.
Undersok under vilka forutsittningar som problemet ir 16sbart. Undersok en oktaeder
pa motsvarande siitt.
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