ULF PERSSON & ANDRE TOOM

Ryska matematiska skolproblem

Har ger tva matematiker sin syn pa hur undervisningen kan utvecklas,
med en strukturerad larogang i problemldsning. Sddan undervisning
har lang tradition i Ryssland, varifran exemplen ar hamtade.
Problemen ar av olika slag och flera av dem erbjuder ocksa
mojlighet till historisk anknytning.

nder de senaste ren har larmrappor-
Uterna om svenska skolbarns dalande

firdigheter i matematik duggat titt.
Detta har orsakat mycken fortvivlan och
kostsamma och involverade projekt att for-
soka stimma den nedgéende trenden. Det
finns ingen enkel 16sning pa problemet, i
sjilva verket d4r kommunikation och liran-
de mycket komplicerat och otillrackligt for-
statt. I brist p8 ndgon "vetenskaplig” 16sning
till problemet, dr det naturliga att inta en
pragmatisk attityd baserad pa sunt férnuft
och att leta efter framgangsrika traditioner.
Vi dr 6vertygade om att en sddan tradition
faktiskt existerar, mitt framfér nésan pa oss
ocksa, nimligen den ryska.

Rysk matematik atnjuter hégt anseende
och efter Sovjetunionens kollaps konkurre-
rar ryska matematiker om tjénster éver hela
virlden. Under tiden fortsitter Ryssland att
frambringa begdvade unga matematiker.
Det ir naturligt att peka ut och studera de
aspekter av rysk matematikundervisning
som kan vara ansvariga fér denna framgéng.
En av oss, André Toom, ir av rysk hirkomst,
den andre, Ulf Persson, svensk. Vi beslutade
oss for att skriva denna artikel tillsammans
eftersom vi bdda hoégt uppskattar dtmins-
tone en komponent av den allminna ryska
skolutbildningen, det rika flddet och den

stora variationen av problem. De klassiska
beteckningarna "bendmnda tal” och "word
problems”, som de kallas i USA, ir olyckli-
ga och missvisande p3 alla skolnivier som vi
strax skall visa.

I Ryssland borjar barnen att 16sa kom-
plicerade problem ménga ar innan de bor-
jar studera algebra. De 16ser problemen med
sina "bara hinder” innan de knappt har bor-
jat behirska de grundliggande riknesitten.
Det #r dirfér dessa problem kallas aritmet-
iska i Ryssland. Det linder de ryska peda-
gogerna stor heder att de har bevarat denna
tradition med problem i kursplanerna, och
avhallit sig frdn att anamma de villoldror
som hemsokt andra linder, speciellt USA.

Den ryska traditionen kan tjina som ett
konkret foreddme och motvikt till allehan-
da teoretiska spekulationer om matematik-
undervisningen som har publicerats, varav
en del dock erkdnnes vara intressanta sdsom
filosofisk reflektion.

Vi tanker hir koncentrera oss pa konkre-
ta problem och diskutera nigra av dessa, ty
det dr var Svertygelse att "the devil is in the
details”, och att det 4r genom bevarandet av
en framgéngsrik tradition som de mest péa-
visbara praktiska konsekvenserna for ut-
bildningens kvalitet visar sig.
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Trining av riknefirdigheter ir nédvindig
fastin elever sillan finner den vara rolig
och spiannande. Men & andra sidan ingjuter
alla tillignade fardigheter stolthet och till-
fredstillelse. Pa senare tid har det dock bli-
vit kutym att undvika denna tradiga process
genom att 1ita eleverna anvinda riknedosor.
Vissa personer hivdar att firdigheter sdsom
huvudrikning eller rikning med hjilp av
penna och papper ér férlegade eftersom be-
rikningar nu kan &stadkommas sd mycket
snabbare och sidkrare med riknedosor. Det
har figurerat manga 16ften om att befrielsen
fran riknandets modor tillater eleverna att
koncentrera sig pa de mera centrala och be-
greppsmissiga aspekterna av matematiken.
Argumenten for eller emot riknedosor har
redan bollats fram och tillbaka under de-
cennier. Vi tinker inte deltaga i den debat-
ten utan ndjer oss med att pdpeka att syftet
med riknandet i skolan inte 4r svaren utan
mojligheten att bli fértrogen med talen.

Problem stimulerar tdankandet

Vért huvudsakliga syfte med denna artikel
dr en annan aspekt av elementir matema-
tikundervisning, nimligen den att 16sa pro-
blem. Huvudsyftet med problem ir inte att
testa eller 6va riknefirdigheten utan att sti-
mulera tinkandet. Om en elev fattar tycke
for matematiken ir det nistan alltid for de
intellektuella utmaningar denna erbjuder.
Men for att detta skall fungera behévs at-
minstone ndgon rudimentir riknefirdig-
het. Kirnan i denna artikel ir en kort lista
av problem som ryska skolbarn i allmin-
het har konfronterats med. Dessa problem
har tagits frén olika kéllor, inklusive de mo-
derna béckerna av Moro mfl frén 2004 och
en lirobok for férsta delen av fjirde klas-
sen av Geidman m fl, ocksa fran 2004. Dess-
utom har problem tagit frdn bocker av Be-
rezanskaya (1953), Larichev (1961) samt
fran Perelman (2001). Alla dessa dr allmint
spridda i det ryska skolvisendet, men med fa
undantag aldrig 6versatta.

All inldrning sker via stadier. Att identi-
fiera stadier och deras naturliga ordnings-
foljd dr uppenbarligen ett gigantiskt pro-
blem, till stérsta delen fortfarande olést. Det
mest vilkinda férsoket har gjorts av Piaget.
Hans vilkdnda serie av inldrningsstadier har

kritiserats och férblir mycket kontroversi-
ellt, vilket r forstéeligt eftersom pedagogik
inte d4r en "exakt” vetenskap. Denna brist
har inspirerat en del moderna pedagoger att
i post-modernistisk anda hivda att alla sétt
ar lika legitima. Liggande denna kontrovers
at sidan, tinker vi begrinsa oss till att pape-
ka det uppenbara, nimligen den att all for-
mell instruktion dr hierarkiskt uppbyggd,
ny kunskap bygger pd gammal. Strukture-
rad inlirning tycks vara speciellt visentligt i
den grundliggande matematiken.

Olika problemtyper

En av de mest uppenbara strukturerna att
klassificera problem ir att ta hinsyn till an-
talet aritmetiska operationer, “"steg”, som ir
nddvindiga for att 16sa desamma. Saledes
kan vi tala om en-stegs problem, tva-stegs
problem, upp till fem-stegs problem. I ryska
skolor konfronteras normalt férstaklassarna
med en-stegs problem i slutet av ret, andra
klassen med tva-stegs problem osv. Natur-
ligtvis 4r denna klassificering av nédvindig-
het vag, det finns inget kanoniskt sitt att
identifiera varje steg, och dessutom bestér
den centrala svérigheten i allt resonerande
i att genomfora de relevanta férenklingar-
na (papekat bland annat av William James,
1890/1950). Trots detta anser vi i ljuset av
problemens elementéra natur att denna vag-
het inte &r fatal, utan att klassificeringen &r
tillrackligt objektiv for att vara anvindbar.

Bara hander och sunt fornuft

Det urval av problem som foljer nedan ir
av nddvindighet litet. Vi vill framhélla att
det just dr det stora antalet problem som gér
dessa till en sddan tillgdng i matematikun-
dervisningen i de ryska skolorna. S manga
olika problem gor det praktiskt omojligt att
reducera alla problemen till nagra f3 typfall
och dirmed reducera I6sandet till att appli-
cera nagra fa rigida scheman istillet for att
uppmuntra elevens eget skapande tinkan-
de. Med andra ord, de ryska skolproblemen
forvintas inte att 16sas med metoder som
presenteras i férvig, utan ad hoc och med
utnyttjandet av inget annat dn bara hin-
der och sunt férnuft. De matematiska for-
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kunskaperna gir inte utdver fértrogenhet
med talen och dess elementira operationer.
Detta betyder inte att generella metoder
inte forekommer i ryska skolor, utan bara
att dessa uppkommer som en foljd av pro-
blemldsningen, inte som en férutsittning
for 1osandet av desamma.

Det virsta som kan goras med problem,
och som tyvirr ofta gors, r att betrakta dem
som uppkliddda rikneuppgifter, benimnda
tal, och dirmed betrakta dem som spel dir
man ska gissa vilka rikneoperationer som
efterfragas, och dirmed helt bortse fran de-
ras meningsfulla innehll. Vi anser att det
mest charmerande med dessa problem &r
just gapet mellan 16sningen av ett problem
och de riknemissiga procedurer som ingér i
denna. Speciellt eleganta dr de problem i vil-
ka gapet dr som stérst ty inga tal férekom-
mer alls i formuleringen, som exempelvis
problem 9 i samlingen nedan.

Eleven som problemldsare

Varje gdng en elev l6ser ett problem helt
pa egen hand, vixer denne. Denne tilldg-
nar sig inte bara en férdjupad matematisk
insikt, utan upplever intellektuell tillfreds-
stillelse, som stirker sjilvfortroendet och
vicker férnyad nyfikenhet. En elev som
misslyckas med att 16sa ett problem och be-
hover fa 16sningen forklarad fér sig, tilldg-
nar sig naturligtvis mindre, men inte heller
dé har anstringningen varit helt férgives.
Om inte annat underlittar det f6érstéelsen
av den presenterade 16sningen; och d4ven om
inga framsteg alls har gjorts, s3 ma den fére-
lagda 16sningen inspirera till framtida fér-
sok. Att 16sa problem fyller inget syfte savi-
da inte eleverna verkligen énskar férstd och
16sa dem av egen nyfikenhet istillet for att
bara tillfredsstilla liraren eller for att f3 ett
bra betyg.

Fantasi

Det skall ocksé papekas att de ryska skolpro-
blemen, inklusive de som valts ut hir, inte
ir praktiska i den meningen att de anknyter
till elevens ofta begrinsade vardag. Just var-
dagsanknytningen har blivit otillbérligt be-

tonad av manga moderna pedagoger. Nagra
av nedanstdende dr uppenbarligen mer eller
mindre fantastiska, andra involverar sagofi-
gurer som Pippi Langstrém, som dr myck-
et alskad av ryska barn. Aven problem som
tycks ha handfast vardagsanknytning har
en skiimtsam ton. Men i samtliga fall dger de
entydiga 16sningar givet av presenterad in-
formation. Alla dessa problem forstds utan
vidare av barnen och stimulerar deras fanta-
si. De formuleras i vardagssprakliga termer,
vilket uppmanar barnen att anvinda sitt
sunda fornuft. Barn idr i allménhet fascine-
rade av problem oavsett om de har praktiska
tillimpningar eller ej.

Den ryska erfarenheten lir att man inte
behéver vara matematiskt begévad for att
16sa sddana problem, de flesta normalbegé-
vade elever kan 16sa dem. Det férbereder
dem f6r nista abstraktionsnivd, nimligen
symbolisk manipulation som i algebran. Att
16sa dessa problem kriver ingenting férut-
om klart tinkande och sunt férnuft. Rys-
ka skolor férvintar sig detta av sina elever
och dessa lever upp till férvintningarna. Vi
ir 6vertygade om att problemldsning dr en
av de mest fruktbirande sitten att utveckla
barns tinkande.

19 utvalda problem

De flesta av problemen ir tagna fran de tva
vanligast forekommande liroboksserier-
na fér den ryska motsvarigheten till 1ag-
och mellanstadiet. Nimligen de tvd som
ir skrivna av Moro och Geidman med res-
pektive medforfattare. Av dessa dr Moros
bécker mest anvinda, eftersom de ir rela-
tivt konservativa och dirmed mer i linje
med vad de flesta lirare dr vana vid. Geid-
mans ldrobdcker dr nigot mera avancera-
de och dirmed foredragna av mera ambiti-
Osa ldrare. Enligt uppgift anvindes Moros
larobokserie av 80% av skolorna i Moskva,
medan omkring 10% viljer Geidmans. Men
bada bokserierna har det gemensamt att de
ansluter sig till den ryska traditionen, nim-
ligen ett 6vermatt av varierade problem.
Den mest sldende skillnaden mellan de mo-
derna ryska lirobockerna och de gamla ir

att de nya har en mera attraktiv layout med
fargbilder.
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1« Vintik och Shpuntik

Vintik och Shpuntik kom Overens om
att triffas vid den femte vagnen pa
taget. Men Vintik gick till den femte vag-
nen framifrdn medan Shpuntik gick till
den femte vagnen rdknat bakifran. Hur
mdanga vagnar maste tdget ha for att
de tva vannerna skall tréffas vid samma
vagn?

2 « Schack

Igor och hans tva vanner spelade schack.
Var och en spelade tva partier. Hur
manga partier spelades?

3« Femmor

Alla tal fran 1 till 99 skrevs i en rad ef-
ter varandra. Hur manga ganger skrevs
siffran 57

4 « Haxor

Tvd haxor grédlade. Vilket ar snabbast:
En kanonkula eller en sopkvast? De
flog samma stracka — 288 km. Haxan pa

7 « Bensintankar

Ett flygplan &r forsett med tva ben-
sintankar. Totalt rymmer dessa tankar
24 liter. Den forsta tanken innehaller
fyra liter mera bensin d@n den andra. Hur
manga liter bensin finns det i var och en
av tankarna?

8 « Notter

En pojke och en flicka samlade ihop
24 notter. Pojken plockade dubbelt sa
mdanga noétter som flickan. Hur manga
plockade de var och en?

9 « Hur gammal

var lvan Tsarevich?

Nar Ivan Tsarevich anlande till det
magiska landet, var Koschey lika gam-
mal som Baba Yaga och Ivan Tsarevi-
ch tillsammans. Hur gammal var Ivan
Tsarevich ndr Koschey var lika gammal
som Baba Yaga var nar Ivan Tsarevich
kom till det magiska landet?

kanonkulan tillryggalade strackan pa
4 timmar och hdxan pa sopkvasten pa
3 timmar. Vilken hade hogst hastighet,

Ivan Tzarevich, Koschey och Baba Yaga
ar vilkidnda for alla ryska barn fran gamla
folksagor.

kanonkulan eller sopkvasten, och hur
mycket skilde det?

5« Tradgard

Villa Villerkulla @r beldgen i en tradgard
i formen av en rektangel 26 meter bred
och 40 meter lang. Huset upptar en 1/4
av ytan, och en 1/5 av ytan ar tackt med
blommor. P aterstoden véxer det trad.
Hur stor ar ytan av den trédbevuxna
delen av tradgarden?

6« Tunnan

Nar det boérjade regna satte Pippi ut en
tom tunna under stuprannan. Tunnan
rymmer 400 liter. Varje minut rinner det
in 8 liter i tunnan, medan tre liter lack-

10 « Bokbinderi

Ett bibliotek behéver binda 4500 bock-
er. Ett bokbinderi kan binda alla dessa
bocker pa 30 dagar, och ett annat bok-
binderi kan gora det pa 45 dagar. Hur
manga dagar kravs for att binda alla
bockerna, om bada binderierna arbetar
samtidigt?

11 « Deniska och Mishka ater sylt

Deniska kan satta i sig sylten ur en sylt-
burk pa 6 minuter. Mishka kan glupaii sig
sylten ur en likadan syltburk dubbelt sa
snabbt. Hur Idng tid skulle det ta dem att
tdmma en sadan burk tillsammans?

er ut genom olika sprickor och hal. Fyll-
des tunnan upp om regnade oavbrutet i
1 timme och 10 minuter?

Deniska och Mishka ir vanliga ryska smek-
namn vilket passar in i problemets skimt-
samma stil.
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12 « Flottfard

En bat som fardades medstrom mel-
lan tva hamnar gjorde strackan pa sex
timmar, medan daremot aterfarden tog
atta timmar. Hur lang tid skulle det ta for
en flotte att flyta fran den ena hamnen
till den andra nedstréms?

13 « Gasflocken

Detta ir ett gammalt problem.

En flygande gas motte en gasflock i
luften och sade: "Hej hundra gass”. Flock-
ens ledare svarade honom salunda: "Vi
arinte hundra. Men om vi vore sa manga
som vi ar och lika manga till och hélften
sad manga fler och en kvart sd manga mer
och dven du gas flogo med oss, da skul-
le vi vara hundra”. Hur manga gass flég i
flocken?

14 « Schackresultat

Tre vanner spelade schack sa att varje
par av dem spelade lika manga partier.
Darefter grdlade de om vilken som vann.
Den forsta sade: "Jag vann fler partier &n
nagon av er andra”. Den andre sade: "Jag
forlorade farre partier @n nagon av er
andra.” Den tredje sade ingenting, men
ndr alla podngen sammanrdaknades visa-
de det sig att denne hade fler podng an
de tva andra. Hur kan detta vara mojligt?
(En seger ger en podng, remi en halv po-
ang, och en forlust ger inga poang.)

A
T

15 « Simtur pa Neva

En man simmade uppstroms i floden
Neva. Under Republikanska bron tap-
pade han en tom flaska. Tjugo minuter
senare upptackte han att han hade tap-
pat den och simmade tillbaka for att leta
reda pa den. Han fann den vid Léjtnant
Scmidts bro. Berdkna strdmhastighe-
ten om avstandet mellan dessa broar &r
2km.

16 « Soluppgang

Tva gamla kvinnor steg upp vid sol-
uppgangen och bdérjade g3, var och en
med sin konstanta hastighet. En gick
fran A till B, medan den andra gick i mot-
satt riktning fran B till A. De méttes vid
middagstid, klockan tolv, och fortsatte
att ga utan uppehall med oférminska-
de hastigheter. De anlande vid sina slut-
punkter klockan fyra respektive klockan
nio pa eftermiddagen. Vid vilken tid steg
solen upp denna dag?

17 « Slatter

Ett géng slatterkarlar hade som uppgift
att sla tva dngar, en dubbelt sa stor som
den andra. Gdnget spenderade en halv
dag med att sld den storre angen. Dar-
efter splittrade de sig. Halften av dem
stannade kvar pa den stora dngen och
slog den fardig pa kvéllen. Den andra
halvan arbetade pa den mindre dngen,
men lyckades inte sla den fardig den da-
gen. Aterstoden slogs av en av karlarna
under loppet av den ndsta dagen. Hur
manga slatterkarlar var det fran bérjan?

18 « Vedforsaljaren

En man salde ved. For att gora buntar av
standardstorlek, sa anvande han alltid
samma rep, virade det runt en packe ved-
kubbar och tog det pa sin rygg. En kvinna
bad honom att komma med en dubbel
sats. Mannen gjorde som vanligt, men
tog ett rep somvar en och en halv gdnger
langre dn hans vanliga. Kvinnan protes-
terade: "Eftersom jag betalade dubbelt
sa mycket, sa borde du ha anvant ett rep
som var dubbelt sa langt.” Mannen dére-
mot svarade: "Ni misstar er min fru. | sjal-
va verket har ni fatt lite mera ved &n ni be-
talat for.” Vem av de tva hade ratt?

19 « Riddarna runt bordet

2nriddare anldnde till Kung Arthurs hov,
var och en hade inte fler &n n-1 fiender
bland de 6vriga. Bevisa att Arthurs rad-
givare, Merlin, kan placera riddarna runt
detrunda bordet sa attingen sitter bred-
vid en fiende.
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Kommentarer till problemen

Till varje problem avkrivs ryska skolbarn en
16sning som en serie frigor besvarade av en
rikneoperation. En monsterldsning till pro-
blem 10 Bokbinderi, skulle kunna se ut si

hir:

Hur ménga bocker kan det forsta
binderiet binda pa 1 dag 150

Hur ménga bécker kan det andra
binderiet binda pa 1 dag? 100

Hur manga bécker kan bada binderierna
binda pa 1 dag? 150+100=250

P& hur ménga dagar kan bada binderierna
binda alla béckerna?  4500/250=18

Svar: De tva bokbinderierna kan binda
samtliga bécker pa 18 dagar

Genom att rdkna samtliga steg ser vi att
detta dr ett fyr-stegs problem (och séledes
forvintas 10- 11 aringar klara av det).

Raktframproblem

Problem 10, skulle kunna benimnas ett
"raktframproblem” darfor att det kan 15sas
rakt upp och ner, genom att man bara utfér
ett antal rikneoperationer, var och en med
en uppenbar mening. Detta betyder dock
inte att problemet 4r uppenbart. Fér ménga
barn ir det inte alls.

Trots sin enkelhet utgor raktframproble-
men ett oundginglig stadium i utveckling-
en av varje barns matematiska kompetens.
Och detta stadium i sin tur bestér av flera
stadier med ett vixande antal 16sningssteg,
och varje barn maste passera dessa som pa
en stege.

Icke-raktframproblem

Lat oss nu forsoka klassificera icke-rakt-
framproblemen. Nagra av dem hamnar i
kategorin. "Finn tva tal om du vet deras
summa och differens.” Problem 7, Bensin-
tankar, tillhor den kategorin. Dessa problem
tycks lampliga for tredje och fjardeklassare.

Naturligtvis skall inte denna typ av pro-
blem, liksom ingen annan typ av problem,
drillas. S& snart som ett problem igenkin-
nes som av en viss typ, sd utgor det inte ling-
re ndgon utmaning, och ir siledes menings-
16st att 16sa savida det inte utgor en del av
ett mera utmanande problem.

Man skulle kunna tro att Bensintankar
ocksd skulle kunna klassificeras som ett
rakframproblem. En ménsterlésning skulle
kunna se ut s8 hir

Hur mycket mera finns i den stora
tanken? Fyraliter

Hur mycket skulle tankarna tillsam-
mans rymma om man tog bort detta
Sverskott frdn ena tanken s att bigge
innehéll lika mycket bensin? 24-4=20

Hur mycket skulle d& var och en av
tankarna innehélla? 24/2=10

Hur mycket innehaller sdledes tanken
som inte fick ndgon bensin fréntagen?
10

Hur mycket innehéll den andra tanken
saledes? 10+4=14

Problemet dr dock att barnet i detta fall, till
skillnad fran i raktframproblemet, méste ti-
digare ha en oversikt dver hela problemet,
innan de olika stegen kan formuleras.

Problem av delar

En annan kategori av icke-raktframproblem
ir "Finn tva tal, om du vet deras summa och
forhallande”. I Ryssland har sddana problem
ett speciellt namn problem av delar, dirfér
att dessa kan 18sas utan algebra genom att
man introducerar "delar”. Dessa problem #r
sa vilkidnda i Ryssland att en kidnd forfatta-
re, Nasov, beskrev ett av dessa i sin bok Vitya
Maleev hemma och i skolan. Hjilten, Vitya
Malev, har just gtt ut tredje klass. Han
kérde i matematik och lovade sin larare att
6va problem fér att hinna i fatt. S3 han fér-
soker 16sa problem 8 Nétter (fran en lirobok
for tredje klass fran den tiden, dvs 1952).
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Férst delar Vitya 24 med tvd och erhdller 12.
Kanske var och en samlade ihop 12 notter?
Nej, pojken samlade fler nitter din flickan.
Vilsen ritar Vitya en teckning av en pojke
och en flicka. For att uttrycka det faktum
att pojken samlade fler nétter dn flickan si
ritar han tvd fickor pd pojkens byxor, men
bara en ficka pad flickans forklide. Sedan
betraktar han sin teckning och ser framfor
sig tre fickor. Dd slds han som av en blixt och
inser att fickorna borde fyllas med nétter.
Han borde dela antalet notter med antalet
fickor! Sdledes erhdller han 24:3=8. Sd
varje ficka innehdller 8 notter. Detta dir lika
mdnga nétter som flickan har samlat. Pojken
har tvd fickor, sa han har 8 ganger 2 lika
med 16 notter. Nu kan Vitya kontrollera att
svaret dr riktigt. Han adderar 16 och 8 och
fdr 24. Nu dr han siker pd att hans losning
dr korrekt. Han dr mycket glad. Han gar ut
pad gatan for att berdtta om sin upptdiickt. En
grannflicka papekar att detta dr ett problem
for tredje klassen och att de léste dem forra
daret. Detta gor inte Vitya mindre glad, och
det dir bara rdtt och riktigt. Han har gjort en
alldeles egen upptdickt.

I USA skulle detta problem (liksom 6vriga i
samlingen) anses vara ett tillgjort problem.
Ett fingerat bluffproblem, darfér att i verk-
liga livet skulle bigge barnen helt enkelt
bara riknat sina nétter. Och Vitya da? En
sadan elev skulle sikert ha satts i "vardags-
matematiklinjen” och troligen avskytt mate-
matik fér resten av livet.

Visualisera

Losningen ovan visar hur viktigt det 4r att
visualisera nir man léser problem. Detta ir
knappast férvinande eftersom méanga upp-
slag inte alltid kan formuleras pa ett ver-
balt tillfredstillande sétt. Ett annat enkelt
exempel pé detta ir problemet 1, Vintik och
Shpuntik, dir foljande diagram gor det hela
uppenbart:

Det finns manga andra typer av problem.
Och dessutom kan olika klassificerings-
scheman &verlappa varandra pé olika sitt.
Varje enskilt problem ir specifikt, men de
ar alla till nytta f6r barnen, som steg i deras
mognadsprocess. | den bista av alla virldar
borde varje barn vid en viss &lder forstd hur
man l6ser problem av tillrickligt ménga
olika typer relevant for denna &lder, och ju
mer oberoende desto bittre.

En vidareutveckling av "delarproblemet”
lampliga for klass 6-8 (12-14 &ringar) ir
problem 13, Gdsflocken. Det #r speciellt in-
struktivt att forst 16sa det med hjilp av "de-
lar” utan att utnyttja algebra, och sedan att
16sa det igen, med algebra.

Komplicerade problem

Lat oss nu behandla de mera komplicerade
problemen. Dessa sénderfaller ocksé i olika
typer. Problem 12, Flottfdrd, dok férst upp
i en bok skriven av Ya. I. Perelman, en be-
rémd rysk didaktiker, och sedan i Moskvas
matematiska olympiad 1940 fér att ett par
ar senare inkluderas i en skolbok for femte
och sjitte klass! Det ar svarare dn de fére-
gdende problemen och man skulle tom
kunna misstinka att problemet &r oldsbart.
Vi bor inte férkasta denna instillning ef-
tersom oltsbara problem faktiskt finns och
skolbarn skall féreliggas dem. (Ett typiskt
saddant problem ir det vilkinda om kapte-
nens alder: En firja tar ett antal passagera-
re, tre dsnor, tva giss, ett spddbarn i en vagn
... Hur gammal ir kaptenen?) S& det fak-
tum att problem 12 #r 1sbart ir sldende och
ma3 leda till djupare reflektion. Ett sitt att
undga problemets skenbara olosbarhet ér att
introducera ett godtyckligt avstdnd mellan
de tvd hamnarna, sig 48 km, eftersom 48 ir
delbart med bade 6 och 8.

Problemet som féljer blir dirmed ett
raktframproblem. Vi inser litt att nir baten
gar medstroms far den med en hastighet av
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8 km/h, medan den motstréms bara f6rmar
6 km/h. Varfér dr dessa hastigheter olika?
Uppenbarligen pa grund av strémmen. I det
forsta fallet 6kas btens hastighet, i det an-
dra minskas det. I bigge fallen med strom-
hastigheten. Saledes #r stréomhastigheten
hilften av skillnaden mellan de tva hastig-
heterna, dvs 1km/h. Notera att eleverna
antas vara helt inférstddda med problem av
typen "finn tva tal med given summa och
differens” och saledes fullt kapabla att full-
standigt forstd och bemistra dem. Vi ser hir
hur en fardighet bygger pa en annan. Flott-
ens hastighet dr lika med strémmens hastig-
het, nimligen 1km/h. S det kommer att ta
48 timmar for flotten att firdas distansen.
Nu kan vi vilja en annan distans, sig 24 km,
och fortfarande f& samma svar!

Detta indikerar att svaret ir oberoende
av distansen, s& det gér att 16sa problemet
utan att kinna till den. For att gora 16sning-
en fullstindig bér man bekrifta denna indi-
kation, tex genom att inféra en speciell en-
het lika med avstdndet mellan hamnarna.

Problem 10, Bokbinderi, visar sig ocksd
vara av samma typ om man inte ger totala
antalet bocker. Problem 11, Deniska och Mis-
hka dter sylt, ir ocksd av samma slag, men
hir dr talen mindre, vilket gor det enklare.
Eleverna ma observera att under sex minu-
ter kan de tva gottgrisarna #dta upp tre sylt-
burkar tillsammans, sdledes bér de kunna
sluka en pé tva (= 6:3) minuter. Notera att
eleverna, pd grund av de enkla talen, inte
nagonsin behéver ha métt brék, &nnu mind-
re lart sig hur man adderar dem.

Se de enkla vasentligheterna

L&t oss nu gbra nagra allminna kommenta-
rer. Dessa problem handlar om "rates”, fér-
loppshastigheter, ma& s& vara om hastighe-
ter, eller bokbinderi eller syltitande. Det
viktiga dr att inse att "rates” adderas. Visst
utgér detta forenklingar. Man kan argu-
mentera att nir bokbindarna bérjar samar-
beta s& kanske de gér i vigen f6r varandra,
precis som de tva gottgrisarnas skedar kor-
sas som virjor och huvudena smailler ihop,
och att "rates” inte skulle adderas. Och de
som #r vilbekanta med den speciella rela-
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tivitetsteorin vet att hogre hastigheter inte
adderas.

S&dana betinkligheter kan vara befogade
i verkliga tillimpningar, men poingen ir att
dessa problem inte r menade att utgora var-
dagstillimpningar. Det hela 4r en lek, och
barn fattar litt leken medan vuxna kan ha
svarare for det. Matematiskt och vetenskap-
ligt tinkande innebdr alltid forenklingar,
genom att det ovisentliga rensas bort. Den-
na férmaga att se de enkla visentligheterna
ar kritisk i allt problemlésande, precis som
i allt resonerande (jmfr James, 1890/1950,
speciellt sidorna 329-360).

Vi vill terigen betona att l6sningarna pa
problemen beror pd underférstddda anta-
ganden, som illustrerade ovan. I ett formellt
matematiskt sammanhang borde dessa go-
ras explicita, men sjilva poingen med dessa
problem ir att de inte dr formella matema-
tiska dvningar, utan baserade pa sunt for-
nuft, vilket utgér anknytningen till elevens
virld. De problem elever har med elemen-
tar matematik beror inte pa att matematik
ir nigot frimmande spradk. Matematik ir
inget sprk, det #r klart tinkande i vilket
som helst sprak som man rakar vara fértro-
gen med.

Fér ett ndgot mera involverat problem
som behandlar addition av hastigheter kan
vi betrakta problem 15, Simtur pd Neva.
Detta problem visar styrkan i den fysiska
idén om relativ rérelse. Lat oss placera oss i
det system som féljer med strémmen. I det-
ta system dr flaskan i vila s& fort den &r tap-
pad och simmaren forst simmar ivdg ifran
den, f6r att senare simma tillbaka. Simma-
rens simhastighet antas konstant, sa det tar
lika 18ng tid f6r honom att simma i bigge
riktningarna i det medflytande systemet.
Ena vigen tog 20 minuter, s& den andra vi-
gen méste ocksa ha tagit tjugo minuter, vil-
ket innebir att flaskan var borttappad un-
der 40 minuter. Om vi nu atervinder till det
fasta systemet, dvs med avseende pa stran-
den, finner vi att det tog 40 minuter for flas-
kan att flyta fram fran en bro till den andra,
dvs 2 km. Strdmhastigheten 4r 2 km divide-
rat med 2/3 timmar, dvs 3 km/h. Och det
barn som inte vill dividera med brék kan
observera att pd 20 minuter s flot flaskan
1 km, sdledes 3 km pad en timme.




Fran skol- till olympiadproblem

L3t oss nu betrakta de mest komplicerade
problemen i var samling. Lt oss borja med
problem 16, Soluppging. Detta kan man 16sa
pa manga olika sitt, ett sitt 4r att rita ett dia-
gram med avstdndet till A och tid sdsom koor-
dinater och utnyttja trianglars likformighet.
Vladimir Arnold, en berémd rysk matema-
tiker, betonar att 16sandet av detta problem
vid tolv &rs dlder utgjorde hans férsta verk-
liga matematiska erfarenhet. Han anvinder
ord som uppenbarelse och upptiicktshéinfo-
relse £6r att beskriva denna erfarenhet, och
pastar att i Ryssland var sddana upplevelser
inte ovanliga f6r unga skolelever.

Problem 17, Sldtter, hirstammar frin
1800-talet, och det sigs att Leo Tolstoi, den
vilkinde ryske forfattaren som var myck-
et engagerad i utbildningsfragor, tyckte om
det. Det kan ocksa 16sas utan algebra. Som
med s& ménga andra problem kan en visuali-
sering vara till stor hjilp.

Lat oss nu se pa de geometriska proble-
men. Férst problem 18, Vedfirsdiljaren. Fér
att 16sa det ma vi gora vissa férenklingar.
Vedknippet omvirat av repet kan vi betrak-
ta som en cylinder, vars hojd 4r lingden pé
vedklabbarna, och basens omkrets ir lika
med repets lingd. Eftersom cylinders hojd
ir konstant sé ir dess volym proportionellt
mot basens area, vilket i sin tur dr propor-
tionellt mot radien i kvadrat, eller ekviva-
lent omkretsens i kvadrat. S& om repets
laingd &r multiplicerat med 3/2 sd &r voly-
men ved multiplicerat med kvadraten, dvs
9/4 som faktiskt 4r ndgot mera dn 2. Man-
nen hade ritt.

Nir vi nidrmar oss de svérare problemen
forflyttar vi oss naturligt fran skolproblem
till matematiska olympiadproblem. I Ryss-
land foreligger inget gap diremellan: svéra
skolproblem ir nistan som olympiadpro-
blem. Problem 12, Flotten, utgjorde ett ex-
empel pa detta. A andra sidan grinsar olym-
piadproblem till universitetsmatematiken.

Om man skulle vilja introducera graf-
teori for barn, s& finns det ingen anled-
ning att bérja med involverad terminologi
och definitioner. Istillet kan man ge dem
ett problem som 19, Riddarna runt bordet.
Detta problem foreslogs fér den 27 Moskva-
olympiaden, men det var oanvindbart i sin
ursprungliga form:

En graf har 2n noder, och varje nod till-
hoérande dtminstone n kanter. Visa att
denna graf har en hamiltonisk cykel.

En av oss (A T) féreslog att man skulle pre-
sentera den hamiltonska cykeln med det
legendariska runda bordet, och i denna form
var problemet acceptabelt. Direfter diskute-
rades det i matematiska cirklar, dir riddarna
representerades av cirklar och vinskapsrela-
tioner med linjer som sammanband dem.
Séledes forvandlades diskussionen av ett
lekfullt (men doch ursprungligen icke-trivi-
alt) problem till ett studium av grafteori.

Utveckla tankeprocesser

Slutligen vill vi dterigen betona att podingen
med dessa problem inte ir att lira sig me-
toder for att 16sa dem. Det skall inte be-
traktas som sjilvindamal, &tminstone inte
ur ett vidare utbildningsperspektiv (fastin
for eleverna sjilva nir de férsdker 16sa dem
ar det viktigt att de har den attityden). Syf-
tet dr att utveckla tankeprocesser. Vigen ar
viktigare d4n malet. Siledes anser vi att man
gor eleverna en bjérntjinst om man férsé-
ker ldra dem problemldsningsstrategier. Ju
mer oberoende en elev kommer fram till en
16sning desto bittre. Det dr mycket viktigt
att deras upptickter upplevs sdsom verkli-
gen deras egna. Se pa historien om Vitya.
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