ROLF HEDREN, EVA TAFLIN & KERSTIN HAGLAND

Vad menar vi med rika problem
och vad ar de bra till?

Den har artikeln ansluter till Problem med stenplattor i Namnaren
nummer 3,2004 . Har diskuterar vi vad vi menar med ett rikt problem,

vilka kriterier som vi anser ska vara uppfyllda for att en uppgift ska
vara ett rikt problem. Med nagra exempel vill vi ocksa visa att de
problem vi anvant verkligen 6verensstamt med dessa kriterier.

ningsprojekt, Rika problem i matematik-

undervisningen, RIMA, som vi har be-
drivit sedan nagra &r tillbaka. Vi gav ocksa
ett exempel pé ett problem, Stenplattor, och
berittade om nigra matematiska idéer som
elever och lirare hade anvint for att 1osa
det. I den hir artikeln vill vi beritta litet
mer allmidnt om forskningsprojektet och
visa négra resultat som vi hittills kommit
fram till.

Ett rikt problem ska enligt vir uppfatt-
ning uppfylla vissa kriterier som gor det
speciellt lampat i matematikundervisning-
en i den elevgrupp dir det anvidnds. Vi har
formulerat dessa kriterier pé féljande sitt:

Iférra numret berittade vi om ett forsk-
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. Problemet ska introducera till viktiga

matematiska idéer eller vissa 16snings-
strategier.

. Problemet ska vara litt att forsta och alla

ska ha en mojlighet att arbeta med det.

. Problemet ska upplevas som en utma-

ning, krdva anstringning och tillatas
ta tid.

. Problemet ska kunna I6sas pa flera

olika sitt, med olika strategier och
representationer.

. Problemet ska kunna initiera en

matematisk diskussion utifrdn elevernas
skilda 16sningar, en diskussion som visar
pa olika strategier, representationer och
matematiska idéer.

. Problemet ska kunna fungera som

brobyggare mellan olika matematiska
omraden.

. Problemet ska kunna leda till att elever

och ldrare formulerar nya intressanta
problem.
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Nir vi formulerat kriterierna har vi fram-
for allt varit inriktade pa att hela klassen
ska kunna syssla med problemet under en
relativt 1dng tid, en till tva lektioner. Alla
elever ska engageras i samma problem f6r
att denna aktivitet s& smaningom ska kunna
vara bakgrund till och utmynna i en gemen-
sam avslutande diskussion. Det ska vara en
utmaning for alla elever, men samtidigt ska
ingen elev behéva kinna att hon eller han
inte kommer ndgonstans med det. Ett sitt
att dstadkomma detta kan vara att gora del-
problem, dir nigra ir relativt enkla.

Det har varit viktigt for oss att proble-
men kan 16sas med flera olika strategier, att
flera olika matematiska idéer kan komma
fram och att olika uttrycksformer kan kom-
ma till anvindning vid l16sandet. Problem-
16sning kan skapa omvixling for bade lira-
re och elever i det ibland likartade arbetet
med uppgifter i liroboken. Mangfalden av
16sningsmetoder och matematiska tankar
gor det ocksa littare att hitta till varje elevs
"nirmaste utvecklingszon”, dvs dir eleven
bara behéver lite hjilp for att komma vidare
for att bygga sin kunskap.

De problem vi valt att arbeta med i pro-
jektet har inte varit speciellt verklighets-
nira, 4ven om de liksom Stenplattor i férra
numret fatt en verklighetsbetonad inram-
ning. Vi menar att ett problem inte néd-
vindigtvis behover ha anknytning till var-
dagen f6r att finga elevernas intresse, ett
rent matematisk problem kan ocksé mycket
vil gora det.

Vi vill ocksa framhalla att vi inte dr ute
efter att testa ndgon ny revolutionerande
undervisningsmetod. Problemlésning ar ju
inte ndgot nytt i matematikundervisning-
en. Var strivan dri stéllet att se hur lirarnas
sitt att arbeta och elevernas mojligheter att
ldra sig matematik gestaltar sig nir de arbe-
tar med nagra férhoppningsvis rika mate-
matiska problem.

Var upplaggning av projektet

Vi har foljt sammanlagt fyra klasser och
deras lirare, pa tva olika skolor genom skol-
aren 7, 8 och 9. Under det férsta och sista
skoldret fick eleverna tre rika problem att
arbeta med, under skoldr 8 fick de fyra.

Problemen valdes i stor utstrickning ut i
samrdd med de deltagande lirarna och ib-
land anknét de till den Gvriga matematik-
undervisningen. Lararna och vi diskuterade
iallménhet ocksa véra tidigare erfarenheter
av arbete med problemen, innan lirarna 14t
sina elever ta sig an dem. Lirarna gavs full
frihet att ligga upp problemlosningslektio-
nerna som det passade dem och deras elever.
Ibland fick eleverna arbeta enskilt med pro-
blemen innan de samlades i grupper, ibland
arbetade de gruppvis under hela problem-
16sningstillfillet, ibland arbetade eleverna
tva och tvi framfdr en dator, ibland hade
de tillgéng till konkret materiel, osv. Men
alla elever i en klass arbetade samtidigt med
samma problem.

Fér att utvirdera projektet har vi anvint
flera olika metoder:

- Video- och audioinspelningar av lirare
och elever under problemlésningen.

- Intervjuer med lirare f6re och efter
lektionerna.

- Intervjuer med elever efter lektionerna.

- Test och enkiter for eleverna i borjan
och i slutet av forsoket.

— Diskussionstriaffar med lidrarna cirka tre
ganger per termin.

Metoderna har utvecklats under forsokets
gang. Vi har till exempel kommit fram till
att det inte varit mojligt for lararna att skri-
va dagbok under férsokstiden. I borjan av
forsdket anvinde vi oss av “stimulated re-
call”, vilket betyder att intervjupersonen
far se en videoinspelning med sig sjidlv som
agerande och far tillfille att kommentera
vad som hinder. Det har ersatts av att 13-
rarna burit en si kallad mygga under hela
problemldsningstillfallet. P4 s& sitt har vi
kunnat spela in all den konversation som
dgt rum mellan lirare och elever under hela
den tid nir eleverna enskilt eller i grupper
varit aktiva med att 16sa problemet. I ngra
grupper intervjuade vi elever medan de
16ste uppgifter som anknét till det aktuel-
la problemet fére problemldsningstillfillet.
Detta visade sig inte ge ndgra anvindbara
resultat och slopades d4rfor senare.
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Nagra resultat i anslutning till
kriterierna for rika problem

Sammanlagt har vi anvint tio olika problem
under projekttiden. Vi har naturligtvis varit
mycket intresserade av att veta om de verk-
ligen fungerat som rika problem i de klas-
ser som deltagit och vi kommer darfor att i
det foljande ge ndgra exempel som pekar pa
att kriterierna uppfyllts. Négra kriterier ut-
lamnar vi dock hir for att artikeln inte ska
bli for 18ng. Det forsta kriteriet diskuterade
vi utforligt i var forra artikel och det sista
hoppas vi kunna aterkomma till i en kom-
mande artikel.

Alla namn pé ldrare och elever ir finge-
rade. Att ett irrelevant stycke dr 6verhoppat
markeras med ... Betonad text har kursive-
rats och vara egna anmirkningar star inom
klammer.

Kan problemen ge en utmaning
samtidigt som alla kan arbeta med det?

For att belysa denna friga visar vi hir tva
intervjuer gjorda omedelbart efter det att
négra elever arbetat med ett problem som
handlade om byteshandel.

Maja: ... Forst forstod jag inte riktigt
[paus].

Intervjuare: Nehej.

Maja: Men sedan gick det jattebra och da
gjorde jag olika 16sningar pd den.
Och s hjilpte jag Lotta och dom an-
dra.

Kajsa: Ja, det var vl typ, likadant. Det gick
inte riktigt férst men sen s3, nir jag
laste den igen, d& forstod jag. Men
jag kom bara fram till en 18sning.
[Kajsa ler.]

Intervjuare: Men en 16sning klarade du?

Kajsa: Mm.

(Skolar 8, ht 2002)

Intervijuare: ... Ar det ndgonting annat som

kamraterna har gjort i dag som in-

sats, da tinkte jag bdde dom som satt

iden lilla gruppen [en av grupperna i

klassen] och dom andra?

Alla borde ha gjort en bra insats ef-

tersom dom fick fram en 18sning i

och for sig.

Intervjuare: Ja, jo, det dr sant. Det har du
helt rétt i. Jag forstdr hur du me-
nar. Dom satt dir och jobbade och
nir dom hade fatt fram en 16sning
hade dom faktiskt gjort en insats.
Och dessutom redovisade den, s att
ni fick reda pé den.

Olle: Ja.

Intervjuare: Var det manga olika l6sningar?

Pelle: Mm.

Olle: Ja.

Olle:

(Skolar 8, ht 2002)

Kan problemen lésas pa olika sditt
och med olika representationer?

Den hir fragan illustrerar vi med en annan
intervju, som ocksd idgde rum efter pro-
blemldsningstillfillet. Eleverna hade denna
gang arbetat med Godisbitar, ett problem
som forr ofta 16stes med reguladetri.

Godisbitar
32 godisbitar kostar 10 kronor.
a) Hur manga bitar far du for 25 kronor?
b) Hitta pa ett liknande problem och I6s
det.

Intervjuare: Kan ni se nigonting positivt
med att jobba med sddana hir upp-

gifter?

Maja: Man mirker att det finns fler sitt att
rikna ut pa.

Kajsa: Mm.

(Skolar 7, ht 2001)
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Sockerkakan

En avlang sockerkaka ska delas rattvist
mellan atta elever. Varje elev ska fa en
bit. Ingen bit ska bli 6ver eller ges bort
till ndgon annan. Man anvander en kniv
och skar raka snitt.

a) Hur kan delarna se ut? Foresla sa
manga olika I6sningar du kan!

b) Hur manga snitt behdvs vid varje 16s-
ning?

¢) Hitta pa ett liknande problem och 16s
det.

En elev redovisade detta problem pé féljan-
de sitt.

Hon har anvint olika uttrycksformer, repre-
sentationerna tabell, siffror, bilder och ord.
(Skolar 7, vt 2002)

Kan problemen initiera en
matematisk diskussion?

Vi kunde se tydliga tecken pé att proble-
men orsakade diskussioner bade mellan
elever och mellan ldrare och elever. I det
forsta exemplet gillde det fér eleverna att
rakna ut hur manga samlarbilder fem ung-
domar kunde ha, nir man visste att medi-
anen och typvirdet av deras antal var 20,
medelvirdet var 22 och hégsta virdet 40.

Alexander: Fem ginger tjutva, da fir man
vil ut vad alla har, tillsammans.

Patrik: Fem génger.

Tim: Ar det fem styckna?

Patrik: Ar det fem stycken d&?

Alexander: Ja, fem elever.

Patrik: Jaha, fem elever, ja det hade vi re-
dan, okej. [Ohorbart] tie [ohdrbart]
hundratie, sikert det ir det, jaha.
Skriv hundratie. Men om du de-
lar det i fem, d& far du fortfarande
tjutva. Ja, f6r nu kan du ju ta tjutva,
far jag prova?

Alexander: Alla kan ju inte ha tretti [oh&r-
bart].

Patrik: Allts3, en har férti. Hundratie mi-
nus forti, sjutti.

Alexander: Mm.

Patrik: Och sjutti. Sjutti genom fyra [lang
paus]. Det kan det ju inte bli. Det,
nu, genomsnitt som varje skulle ha
eller om fyra elever skulle dela pa
sjutti bilder, som var kvar, det ir
sjutton komma fem, men

Alexander: Jamen, ma

Patrik: Ja men just det. Vi har tva pé tjuge,
da tar vi bort forti till.

Alexander: D4 dr det tretti kvar.

| Patrik: D4 har vi tretti kvar, d3, dd har dom

andra femton. D4 har vi ju 16st det.
(Skolar 8, ht 2002)

I det andra exemplet later vi eleverna

| komma till tals i den efterféljande inter-

vjun. Problemet handlar om byteshan-
del, dir ett antal golfbollar ska bytas mot
tennis- och/eller pingisbollar enligt vissa
givna normer.
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Bollbyte
Allan har slutat spela golf. Nu vill han
byta bort sina golfbollar mot tennisbol-
lar och pingisbollar. Bodil byter garna
sina tennisbollar mot Allans golfbollar.
Werner byter gédrna sina pingisbollar
mot Allans golfbollar.

De kommer overens om att Allan kan
byta
3 st golfbollar mot 5 st tennisbollar,
2 st golfbollar mot 7 st pingisbollar.

a) Hur manga tennisbollar och pingis-
bollar kan Allan fd om han byter bortalla
sina 26 st golfbollar?

Visa ett exempel pa byte.

b) Visa alla byten som ar mojliga. Varfor
tror du att det ar alla byten som finns?
Beratta!

) Hitta pa ett eget matematiskt liknan-
de problem.

Varfor ar det liknande, tycker du? Beratta!

Kan problemen fungera som
brobyggare?

Elever och lirare utnyttjade ofta problemen
som brobyggare mellan olika matematiska
omraden.

Skolan
Du far veta nagra saker om en skola:
- Exakt en tredjedel av eleverna gari 8:an.
- Exakt20 % av eleverna kommer till sko-
lan med buss.
— Fler @n 300 elever och farre an 400
elever gar pa den har skolan.

a) Hur manga elever kan det ga pa den
har skolan? Ge ett exempel.

b) Forsok finna en regel for hur ménga
elever som kan ga pa skolan.

Ange alla antal elever som ar majliga.

¢) Hitta pa ett liknande problem och

16s det.

Intervjuare: Ar det nigot annat som kamra-
terna gjorde for att ni skulle lyckas
och ni skulle lira er?

Det jag tycker dr bra, det 4r att disku-
tera med en annan f&r [paus] jag och
Lotta vi brukar diskutera 16sningar-
na och sddant. Och det ir jittebra.

Maja:

Lotta: Ja, om vi ska rikna ut till exempel
det ddr med golfbollarna.

Intervjuare: Ja.

Lotta: S3 har jag kommit fram till ett svar,
kanske 49, siger vi, och hon har
kommit fram till 29.

Intervjuare: Ja.

Lotta: Dé sitter vi och diskuterar varfér det
blir sd. Och sedan fragar vi Birgitta
[lararen] vem som har ritt.

Intervjuare: Ar det ngonting mer som gor
att man lir sig vildigt bra?

Lotta: Om man inte férstdr ndgonting sa
far man hjilp och nir dom férklarar

for en, d& 14r man sig.
(Skolar 8, ht 2002)

Lirare: Ska vi kolla 330. Hur manga gér i
attan?

Alexander: 110.

Lirare: 330 delat pa 3. Det hir dé 330 delat,
det star fem dir.

Alexander: Mm.

Lirare: Hur kommer det sej att du har delat
med fem?

Alexander: Ja, tjuge procent ir en femtedel.

Lirare: Alldeles riktigt, bra. Och det blev
66.

Alexander: Mm.

Lirare: Det verkar att stimma.

[Lararen kommer tillbaka efter det
att gruppen arbetat en stund pd egen
hand.]

Larare: Vad har ni fér 16sningar?

Alexander: Dom hir.

Lirare: Det verkar va en vildig massa 16s-
ningar, det, oj, 0j, 0j. Ser man sam-
band mellan dom hir 16sningarna?

Gustav: Ja, det ska va i femmans och treans
tabell.

(Skolér 7, vt 2002)
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I det andra exemplet hade eleverna arbetat
med problemet Tangram. Det gillde bland
annat att bestimma hur stora de olika de-
larna dr i férhallande till den kvadrat som de
tillsammans bildar.

Exemplet 4r himtat frén en intervju med
négra flickor efter det att de sysslat med
problemet.

Intervjuare: ... Och sedan tyckte du att det
var lite kul att koppla area till brk,
var det s8 du menade?

Maja: Ja. Eller det var ju ménga riknesitt
man anvinde, till exempel brak och
area och procent och [paus].

Intervjuare: Procent kom ni ocksa in p&?

Maja: Ja, vi fick ju jobba med procent for vi
var klara med allting si [paus] [Maja
ler.]

Intervjuare: Jaha, ja. Var det lite lurigt att
koppla brak och procent och area?

Lotta: Nej.

Maja: Nej, det gick bra.

(Skolar 8, vt 2003)

Avslutande kommentarer

Alla de tio problem, som vi anvinde i pro-
jektet och som vi tidigare hade erfarenhe-
ter av frdn andra sammanhang, visade sig
i minst en klass ha de egenskaper som vi
krivt for att vi skulle kalla dem rika. Vi har
hir ovan bara kunnat ge antydningar till att
det varit sd. Att kriterierna uppfylls hinger
till stor del pa ldraren. Hon maste vara med-

veten om dem och vilja bdde problemet och
sittet att presentera det pa s att det passar
hennes klass. Sjilvklart gér det ocksd att
finna méanga fler rika problem #n dem vi ut-
nyttjade.

Att problemen har kunnat 16sas med oli-
ka strategier och representationer har varit
viktigt fér oss just for att de kunnat leda
till intressanta och givande matematiska
diskussioner sdvil mellan elever som mel-
lan elever och lirare; vid enskilt arbete, vid
grupparbete och vid gemensam klassdiskus-
sion. Dirigenom har eleverna fatt mojlig-
het att sitta sig in i, férklara och argumen-
tera for sina egna och andras 16sningar. Véara
kursplaner i matematik framhaller det som
en viktig del av undervisningen.

Vi tror ocksd att problemens egenskap
att medverka till att bygga broar mellan oli-
ka omraden i matematiken har varit visent-
lig. Alltfor ofta tar vi upp ett matematiskt
omrade i taget och berdvar vara elever moj-
ligheten att se samband mellan olika delar.
Hir visade det sig till exempel i problemet
om skolan att eleverna spontant kunde ut-
nyttja att 20 procent ir detsamma som en
femtedel. De kunde dessutom se att de tal
som angav antalet elever maste aterfinnas
bade i treans och i femmans tabell.

Vi vill anknyta till var férra artikel och
peka pa att nir eleverna arbetar med pro-
blem med de hir nimnda egenskaperna har
de ocksd mojlighet att férdjupa och utvidga
sina kunskaper i matematik. Vi vet att tiden
fér matematikundervisning i skolan kan
kidnnas knappt tilltagen. Just dirfor dr det
viktigt att eleverna kiinner att de genom att
tillsammans arbeta med rika problem verk-
ligen gor framsteg i sitt ldirande av matema-
tik.

Till slut vill vi ocksa papeka att det ar vil-
digt 14tt att gora ett rikt problem "fattigt”
genom att forenkla problemet for mycket
eller ge eleverna alltfér mycket hjélp. I det
hir fallet far lirare inte vara alltfor "snalla”.
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