ToRULF PALM

Problem med verkligheten

att l6sa tillampade matematikuppgifter

Hdir beskrivs forskning kring elevers arbete med
tillimpade uppgifter, med fokus pa elevlisningarnas
verklighetsoverensstdmmelse. Egenskaper hos uppgifter som
kan pdverka eleverna och orsakerna till "orealistiska” los-
ningar samt hur kunskaperna frin de olika undersékningar-
na skulle kunna anvindas i undervisningen diskuteras.

e flesta lirare har antagligen upp-
D levt att en del elever, oavsett ars-

kurs, laimnar svar till matematik-
uppgifter som vi lirare bedoémer som
orimliga. De kan tex ha gjort ett rikne-
fel eller anvint en metod som bygger pa
orimliga férutsittningar och antaganden
vilket har lett till ett orimligt svar. Ibland
verkar det ocksd som om de inte har re-
flekterat 6ver svarets orimlighet.

Aven forskning har uppmirksammat
fenomenet. Forskningen tar ofta sin ut-
gdngspunkt i erfarenheter frin elevers ar-
bete och praktiska klassrumssituationer.
En uppgift for forskare dr

tion kan sedan hjilpa oss lirare att fatta
vilgrundade beslut om undervisningen, s3
att eleverna ska f3 si bra moijligheter som
moijligt for att nd onskvirda mal.

"Orealistiska” |16sningar - historia

1980 presenterade en forskare i Frankri-
ke ett experiment dir han 1atit elever fran
drskurs 1 och 2 gora foljande lite absurda,
men nu berémda uppgift (Verschaffel,
Greer, & DeCorte, 2000):

Det finns 26 far och 10
getter pd en bat.

att analysera sddana ob- Torul Palm arbetar med Hur gammal & kaptenen?
servationer for att forstd ionell d
dem, se i vilken utstrick- nationeiia prov v De flesta av de deltagan-

ning de giller for olika
elevgrupper, samt finna
orsakerna till och fakto-
rer som kan paverka fe-
nomenet. Med andra ord,
utveckla limpliga studier
for att pd ett systema-
tiskt sitt samla informa-
tion om vad elever har lirt sig och vad som
paverkar deras lirande. Denna informa-

enheten fr pedagogiska
mdtningar och dr forskare
i matematikdidaktik vid
matematiska institutionen,
Umed universitet

de eleverna gav ett svar
pa denna uppgift genom
att kombinera de givna
talen i uppgiften. Snart
direfter gjorde andra
forskare fr&n samma
stille en utokad studie.
Sex varianter av kaptens—
uppgiften gavs till elever pd bade 13g-och
mellanstadiet. Ett ex:
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Jag har 4 godisklubbor i min hégra ficka
och 9 karameller i min vanstra ficka.
Hur gammal ar min pappa?

Varje uppgift foljdes nu av frigan "Vad
tycker du om uppgiften?”.

Av de 171 eleverna i dldern 7-9 &r som
gjorde uppgiften utforde 88 % nagon arit-
metisk operation utan att uttrycka nigra
tvivel. Av de 118 elevernai ldern 9-11 ar
var motsvarande andel 38 % (Verschaffel
et al, 2000). Aven tyska forskare fick lik-
nande resultat, en stor andel "orealistiska”
svar. Sedan dess har bade lirare och forska-
re frin olika linder rapporterat om elevers
tendenser att inte anvinda sin omvirlds-
kunskap pé ett limpligt sitt vid arbete
med tillimpade matematikuppgifter.

De flesta av de studier som foljt sedan
borjan av 80-talet har anvint uppgifter
av olika typ for att inte slutsatserna ska
baseras pd ndgot visst exempel. Under
1990-talet genomfordes ett antal liknan-
de studier, ofta p4 mellanstadieelever men
ocksd pd lirarstudenter, se tex (Greer,
1993; Palm, 2002; Reusser & Stebler,
1997a; Verschaffel, DeCorte, & Lasure,
1994; hela numret av tidskriften Learning
and Instruction (1997, nr 4); Verschaffel
et al.,, 2000). Ett exempel fran Sydkorea
finns beskriven i ett tidigare nummer av
Ndmnaren (Foong & Koay, 1998).

Konstruktion av uppgifter

Eftersom syftet minga ginger varit att
undersoka elevernas tendenser att ge 15s-
ningar som inte ir relevanta i forhillande
till den verklighet som beskrivs i uppgif-
terna, innehdller undersékningsuppgif-
terna ofta nigon del som gor att elever-
na behover anvinda sin kunskap om de i
uppgifterna beskrivna "verkliga” situatio-
nerna. Utan denna egenskap hos uppgif-
terna skulle man behéva vinta tills elever-
na tex gor ndgot berikningsfel som leder
till ett orimligt svar for att kunna studera
hur elever handlar di de méste anvinda

sin omvirldskunskap fér att kunna vilja
limpliga 16sningsmetoder och svar. Egen-
skaperna hos dessa uppgifter ger dirfor
storre mojligheter dan de flesta liroboks-
uppgifter att studera vilka svar eleverna
ger, men ocksé deras 16sningsstrategier.

Exempel pd uppgifter

Nedan f6ljer tre uppgifter som har in-
gitt i flera av de studier som genomférts
pa 1990-talet och framéit (talen i uppgif-
terna kan variera mellan olika undersok-
ningar). Till varje uppgift finns méjlighet
for eleverna att kommentera uppgiften
om de t ex tycker att det dr nagot konstigt
med den.

Uppgift 1A: Bussuppgiften

360 elever ska aka buss pa en skolresa.
Varje buss rymmer 48 elever.
Hur manga bussar behovs?

Uppgift 2A: Plankuppgiften

Anton har koépt 4 plankor som dr 2,5 m
vardera.

Hur manga 1 meters plankor kan han
saga ut ur dessa plankor?

Uppgift 3A: Lopningsuppgiften

Martins basta tid for att springa 100 m
ar10,00s.

Hur lang tid kommer det att ta for
honom att springa 10 000 m (=1 mil)?

Analys av elevsvar

I uppgift 1 behover eleverna svara med
ett helt antal bussar. Eftersom halva bus-
sar inte dr sdrskilt funktionella har svaret
7,5 betraktats som ett "orealistiskt” svar.
Om man i uppgift 2 svarar 10 plankor har
det inte betraktats som realistiskt i den
beskrivna situationen. Realistiska svar pa
uppgift 3 baseras pa uppskattningar eller
uttryck som "betydligt mer dn 1000 sek-
under”. Exempel p4 en relevant kommen-
tar 4r "det gar inte att rikna ut”.
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Resultat

[ de flesta undersékningar, bidde frin
Asien, Amerika och Europa, har en stor
andel elever limnat “orealistiska” skrift-
liga svar till uppgifterna, utan att kom-
mentera att de funderat 6ver det proble-
matiska i sina svar. P4 uppgift 1 ar det ofta
ungefir 50% av eleverna som limnar rea-
listiska svar, pa den andra uppgiften 10%
och i den tredje uppgiften 5%. I en stu-
die jag gjort pé elever i &rskurs 5 (Palm,
2002) var motsvarande andelar 74 %, 24 %
respektive 5%. Det ir forstds mojligt att
kritisera enskilda uppgifter, men elever-
nas tendens att ge si kallade orealistiska
svar ir tydlig dver en ricka av olika upp-
giftstyper.

Verklighetsférankringens
betydelse

Ménga av uppgifterna som ingick i de
nimnda undersdkningarna kan betraktas
som mindre verklighetstrogna. En hypo-
tes var darfor att om uppgifterna var mer
verklighetsnira skulle andelen "orealistis-
ka” svar minska (Cooper & Harries, 2002;
Palm, 2002). Nagra studier har gjorts som
indikerar att férindrade arbetssituationer
for eleverna da de 16ser uppgifterna kan
ha en positiv padverkan pa andelen elever
som ger "realistiska” 16sningar. Sddana kan
tex vara krav pd att praktiskt ringa och
bestilla bussarna i uppgift 1 (DeFranco
& Curcio, 1997), att anvinda konkret la-
borativt material, tex plankor, en sdg och
en meterstav i uppgift 2 (Reusser & Ste-
bler, 1997b) eller att arbeta med tillimpa-
de matematikuppgifter i tron att det gil-
ler ett annat amne (Siljé6 & Wyndhamn,
1993). Denna typ av arbetsforhillanden
ir dock inte alltid litt att tillhandahalla.
For att undersdka om hypotesen skulle
gilla dven om storre verklighetstrogen-
het skulle behova &stadkommas utan
storre praktiska resurser, forindrades ett
antal av uppgifterna i dessa studier enbart

genom beskrivningen av de "verkliga” situ-
ationerna. For att kunna gora detta behov-
des en beskrivning av vad som karaktiri-
serar mer verklighetsnira uppgifter. Ett
ramverk utvecklades och inkluderar en
beskrivning av och en argumentation for
ett antal aspekter av verkligheten som kan
vara virdefulla att beakta vid konstruk-
tion av verklighetsnira matematikuppgif-
ter, se (Palm, 2001).

161 svenska arskurs 5-elever fick delta
i en studie dir 16sningar och svar till de
ursprungliga och till de férindrade upp-
gifterna jimfordes (Palm, 2002). De
mer verklighetsnira varianterna av upp-
gifterna sig ut som 1B-3B. Som i tidi-
gare undersdkningar fick eleverna skriva
sina ldsningar pa ett papper dir det ocksé
fanns plats fé6r kommentarer om det var
ndgot de tyckte var konstigt med respek-
tive uppgift. Samtliga elever intervjuades
dessutom.

Mer verklighetsnara uppgifter
Uppgift 1B:

Alla elever pa skolan ska den 15 maj dka
pa skolresa tillsammans. Ni har bestamt
att alla ska aka buss, och du ska bestélla
bussarna. Du har sett pa klasslistorna att
det finns 360 elever pa skolan. Din ldra-
re sa att du kan bestélla bussar av Swe-
bus, och att varje buss rymmer 48 elev-
er.

Fyll i nedanstdende lapp som du ska
skicka till Swebus for att bestélla bus-
sarna.

SWEBUS - Bussbestdllning
Ditt namn:

Skola:

Datum far resan:

Antal bussar att bestalla:.....

Ovriga 6nskemal:
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Uppgift 2B:

Du bygger en koja och som vdggar vill
du anvanda plankor som ar 1 m langa.
Det fattas nu tretton 1 meters plankor.
En kompis sdger att hon har hittat 4
stycken plankor, som varochendr2,5m
langa. Du funderar pa om det racker for
att bygga fardigt vaggarna.

Hur manga 1 meters plankor kan du
saga ut ur plankorna hon hittade?

Uppgift 3B:

Det ar friidrottstavling pa TV. Du och en
kompis ser nar varldens snabbaste man,
Maurice Green, vinner 100 m pa tiden
10,00 s. Nasta gren ni ser ar 10 000 m,
och den vinns av Haile Gebrselassie pa
tiden 26 min och 5 s. Vad svarar du nar
din kompis fragar dig:

Hur lang tid tror du att det skulle ta for
Maurice Green att springa 10 000 meter
(=1 mil)?

Att konstruera nya uppgifter

Om man vill utveckla uppgifter som ur
elevers perspektiv uppfattas som verklig-
hetsnira och relevanta, kanske man inte
skulle vilja de ursprungliga A-uppgif-
terna. I detta fall var syftet att jimfoéra
elevsvar p& uppgifter som sd i s stor ut-
strickning som mojligt endast skiljer sig
at i sddana faktorer som har att gora med
verklighetsnirheten. Samtidigt behover
uppgifterna ha egenskapen att eleverna ir
tvungna att ta hinsyn till "verkligheten”
for att svaret ska bli realistiskt. Darfor
valde jag att utgd fran uppgifter som an-
vints i tidigare studier och att géra dem s3
verklighetsnira som méjligt, med de be-
grinsningar detta val innebir. En annan
begrinsning vid konstruktionen av de mer
verklighetsnira uppgifterna var att verk-
lighetstrogenheten skulle &stadkommas
enbart i beskrivningen i uppgifterna.

Analys av elevsvaren

I de nya uppgifterna gavs eleverna sjilva
en roll i den beskrivna situationen. De
inneholl ocksd en tydlig formulering av
syftet med att 16sa problemen, speciellt i
uppgift 1B och 2B. Situationen beskrevs
noggrannare och en frigestillning som
var rimlig i férhallande till den informa-
tion och situation som beskrevs formule-
rades. I uppgift 3B innebar det att frigan
innehdll termen “tror” vilket bedémdes
som en mer trolig friga i den "verkliga” si-
tuation som beskrivits. Fér en mer utforlig
beskrivning av férindringen av uppgifter-
na se (Palm, 2002).

De skriftliga 16sningarna och kommen-
tarerna samt information frin intervjuer-
na analyserades sedan med avseende pa
om eleverna:

e limnat en skriftlig 16sning som var i
overensstimmelse med den i uppgif-
ten beskrivna situationen,

e inte limnat en sidan 16sning men i
sina skriftliga kommentarer eller i in-
tervjun visat att de reflekterat dver det
problematiska i den "verkliga” situatio-
nen eller

e inte limnat en sidan l6sning och inte
heller reflekterat 6ver att deras 16s-
ningar ir problematiska i férhéllande
till den "verkliga” situationen.

Vad som var ett realistiskt svar tolkades
med hjilp av de skriftliga 16sningarna
och med information frin intervjuerna.
Det betyder att bade elever som i uppgift
2 (A och B) svarat 8 plankor och de elev-
er som svarat 10 plankor och forklarat att
de tinkte limma ihop de 6verblivna halv-
metrarna, klassificerades som att de givit
realistiska svar. Elever som svarat 10 plan-
kor utan att ha insett problemet med 6ver-
blivna plankindar klassificerades som att
ha givit orealistiska svar.

Elever har ibland insett problemet men
inte 1atit det paverka de skriftliga 16sning-
arna. Exempel pé det finns pa 16pnings-
uppgiften. Mianga elever svarade 1000
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sekunder utan att ha reflekterat éver pro-
blemet med orken. Men det finns ocksa
elever som svarat 1000 sekunder och for-
klarat att de 16ste uppgiften via 100 - 10
trots att det insdg att det inte skulle fung-
era i verkligheten. De gav indé det svaret
pa grund av att de inte annars visste vad
de skulle svara. De kinde att de behovde
ett svar som var ett enda tal och som be-
riknats utan uppskattning. Dessa elevlds-
ningar klassificerades d4 som att eleven
aktiverat sin omvirldskunskap men inte
1atit den paverka den skriftliga 16sningen.

Resultat

Resultaten visar att férandringarna i upp-
gifterna paverkade bide de skriftliga 16s-
ningarna och andelen elever som anvin-
de sin kunskap om verkligheten. Andelen
elever som gav realistiska svar i bussupp-
giften 6kade frdn 82 % till 97 %, i plank-
uppgiften fran 30 % till 58 % och i l6p-
ningsuppgiften frdn 0 % till 23%. I de
forsta tva uppgifterna var det inga elever
utdver de som svarat realistiskt som hade
reflekterat dver sina svar. I 16pningsupp-
giften var det dock 24 % av eleverna som
gjorde uppgift 3A och 19 % av eleverna
som gjorde uppgift 3B som hade reflekte-
rat 6ver problemet med orken, men som
inte anvint sig av det i sina Idsningar, alter-
nativt inte givit ndgot svar alls pa uppgif-
ten pd grund av sin osikerhet kring hur
detta skulle hanteras. Det dr ocksd tydligt
att p& uppgift 2B och 3B ir det fortfarande
en stor andel elever som inte verkar ha re-
flekterat 6ver det problematiska med sva-
ren 10 plankor respektive 1000 sekunder.

Orsaker till “orealistiska” I6sningar

Argument har forts fram att en orsak till
att elever limnar “orealistiska” svar pa
dessa uppgifter ir den skolkultur som
eleverna befinner sig i och som verkar vara
liknande i stora delar av virlden. Ett me-
kaniskt raknande och attinte fundera ver
den beskrivna "verkliga” situationen vid
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uppgiftslosning anses varai dverensstim-
melse med de erfarenheter och forestill-
ningar som odlats i skolan. Utifran upp-
levda férvintningar verkar eleverna ibland
ocksd kunna utveckla en argumentation
for att deras svar och 1ésningar stimmer
med upplevda "regler” f6r matematikupp-
gifter och dess 16sningar. Med detta per-
spektiv kan en del “orealistiska” 16sningar
ocksé betraktas som realistiska.

Att undersoka orsakerna till "orealis-
tiska” 16sningar var ocksd ett av syftena
med min studie. I den intervjuades ocksa
alla elever kring deras I6sningar och svar.
Ett syfte med intervjuerna var att validera
tolkningen av elevernas skriftliga svar och
att ta reda pd om de 6verhuvudtaget hade
reflekterat 6ver den problematiska situa-
tionen.

Yiliga losningsstrategier

Att doma av dessa intervjuer och de
skriftliga svaren och kommentarerna ver-
kar det vara tvd huvudsakliga orsaker till
varfor elever ger svar och lésningar som
inte dr i 6verensstimmelse med de i upp-
gifterna beskrivna situationerna. Den
vanligaste orsaken tycks vara den frekven-
ta anvindningen av 16sningsstrategier som
kan karaktiriseras som ytliga. Anvind-
ning av dessa strategier innebir bland
annat att eleverna inte noggrant analy-
serar uppgiftssituationen utan fokuserar
sin uppmirksamhet pd de i uppgifterna
givna talen. Dessa strategier inkluderar
alltsd inte en noggrann reflektion 6ver om
de matematiska modeller eleven anvin-
der f6r sina l6sningar ir tillimpbara och
inte heller en virdering av svaren i férhal-
lande till de "verkliga” situationer som be-
skrivs. Denna orsak verkar ha varit vanlig
vad giller 16sningarna till alla uppgifter-
na i undersdkningen. De flesta elever ver-
kar t ex inte ha reflekterat 6ver loparens
problem att orka springa 1 mil i samma
tempo som i 100 meter, och de "hajar till”
da halvmetersplankorna i uppgift 2 kom-
mer pé tal i intervjun.




Forestdllningar om skolmatematik

Den andra huvudorsaken till "orealistiska”
l6sningar och svar som framkom i inter-
viuerna var elevernas forestillningar om
skolmatematik rent generellt och om till-
limpade matematikuppgifter speciellt.
Dessa forestillningar inkluderar ménga
ginger inte kravet att [6sningar till uppgif-
ter behover stimma med verkligheten ut-
anfor skolan. Diaremot inkluderar de ofta
tankar om att alla uppgifter har ett och
endast ett ritt svar, som ska vara ett enda
tal, och att uppskattningar inte 4r en god-
tagbar l6sningsmetod. Denna typ av fore-
stillningar verkar ha hindrat elever frin
att ge 16sningar som ir i dverensstimmel-
se med situationerna som ir beskrivna.
Denna orsak var vanlig pa 16pningsuppgif-
ten, men inte pa plankuppgiften.

Forestillningen att skolmatematiken
och virlden utanfér skolan inte behover
overensstimma kan exemplifieras med
foljande citat fran en elev som 15ste 16p-
ningsuppgiften med 10-100, och som var
siker pa att I6sningen var ritt:

de vill inte veta hur ldng tid det tar, de vill
veta om jag kan rékna ut 10-100.

Denna instillning kan kontrasteras med
4-3riga Johannas som dnnu inte har borjat
skolan och som intervjuas av sin forskolla-
rare angdende ett projekt om hemstaden:

Liraren: Beratta for mig om Ume3.

Johanna: Menar du Sverige?

Liararen: Nja, Umea.

Johanna: Jag vet inte vad jag ska beritta om.

Liraren: Vet du vad Umea3 dr f6r ndgon-
ting?

Johanna: Det ir en stad i Sverige med en
massa barn.

Liraren: Beridtta vad man kan gora i Umead.

Johanna: Ja, man kan leka ... har du inte
varit i Umea?

Denna flicka tror fortfarande att de frigor
som stills till henne stills for att nigon
verkligen vill veta svaret p4 sjilva frigornal

Andra orsaker som framkom, men som
endast verkar ha gillt ett fital elever pd
ett fital av uppgifterna, var kommunika-
tionsproblem och otillricklig omvirlds-
kunskap. Nagra fa elever verkar ha tinkt
sig att 7,5 bussar innebar att de behévde
7 bussar som helt skulle fyllas med elev-
er plus en halvfylld buss. Ett ftal elever
var ocks3 lite osikra pd om loparen skulle
orka i samma tempo i en mil eller inte.

Sammanfattning

Resultaten kan sammanfattas med att
minga elever, och inte bara sk ligpreste-
rande elever, har en tendens att inte an-
vinda sin omvirldskunskap nir de léser
tillimpade matematikuppgifter, dven nir
det behovs. Orsakerna till detta verkar
vara elevernas "ytliga” 16sningsstrategier
och deras forestillningar om skolmatema-
tik. En 6kad verklighetstrogenhet i upp-
gifterna tycks kunna paverka méinga elev-
er att i storre utstrickning ge "realistiska”
svar, dven om det inte verkar vara tillrick-
ligt for en stor grupp elever.

Mojligheter for undervisning

Kunskaper frén denna och andra studier
skulle kunna anvindas som ett av flera
underlag vid planering av undervisning.
Det kan vara virt att 6ka betoningen pa
ndgra av de delsteg som kan ingd i proces-
sen vid 16sning av tillimpade uppgifter:

- tolkningen av uppgiften,

- Oversittningen av den utommatema-
tiska situationen till en matematisk be-
skrivning av den situationen,

- en virdering av svaret i relation till den
verkliga situationen idr sddana delsteg.

Det kan vara modan virt att arbeta mer med
uppgifter dir “ytliga” 16sningsstrategier
inte ir effektiva, och dir konstruktiva f6-
restillningar om matematik frimijas. Kor-
tare undervisningsforsok med uppgifter
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liknande A-uppgifterna har visat positiva
effekter (Verschaffel & De Corte, 1997).
Uppgifterna kan innehélla liknande "fil-
lor” som i de beskrivna forskningsstudier-
na men behéver inte gora det. Framgangs-
rik uppgiftslosning kan pa andra sitt vara
beroende av en forstielseinriktad ana-
lys av uppgiften. Uppgifterna behover
for den skull inte vara alltfér svara. Det
kan t ex vara uppgifter som ir annorlun-
da in de som eleverna ir vana vid. Elevers
erfarenheter av sddana uppgiftstyper kan
vara en del av det som behévs for att om-
tolka det didaktiska kontrakt de upplever
ir upprittat i klassrummet, och en driv-
kraft for en forandring av 16sningsstrate-
gier och forestillningar. Det skulle kunna
forindra elevernas tendenser till "orealis-
tiska” svar. Men, eftersom "ytliga” 16s-
ningsstrategier verkar vara en viktig orsak
till elevers svérigheter med icke-rutin-
artade matematikuppgifter i allminhet
(Lithner, 2000) skulle det ocksd kunna
vara viktigt for att forbittra elevernas
problemldsningsforméga generellt. Om
en storre andel av de tillimpade uppgif-
terna dessutom var mer verklighetstrogna
och mindre pseudorealistiska skulle det
ocksd kunna bidra till att eleverna i stor-
re utstrickning beaktade bide de inom-
matematiska och de utommatematiska as-
pekterna i uppgifterna.
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