HAKAN LENNERSTAD & KRISTER LARSSON

Matematikkartor

Nir elever tillsammans konstruerar matematikkartor
uppstar naturligt diskussioner om matematiska begrepp,
samband och helheter. En hel matematikkurs ryms i en féirg-
rik karta.

ad ménga ord det dr i matte. Adde-
\ / ra, plussa, ligga ihop ... Minska, dra

ifrén, gdnger ... tiljare och nimna-
re och delat med och division och brak
och tal och siffror ...

- Vad siger ni, ska vi géra en karta dver
alla orden?

— Vad? Karta? Ar det inte matematik vi
har?

- Jo men hér nu. Vi skriver alla ord vi
kommer p4, och sen férsdker vi sorte-
ra dem, kanske i olika linder! Och sen
far vi se hur de hing-
er ihop, kanske &ver
grinserna med flo-
der, bergskedjor och
skogar till exempel.
S3 kanske vi far lite
ordning pé alla mat-
teord!

- Ja det vore ju bra,
men dr det m6jligt? Och vilka dr matte-
ord? Ar miniridknare ett matteord?

- Vi anvinder ju minirdknare i matten i
alla fall.

— Men det ir inte matte for det, det ar
bara for att rikna ut matte.

- Som en penna. Ar penna ett matteord?

— Asch, sluta nu! Vad ska vi gora med alla
ord nu da?

- Vi ska ju gora en karta! En karta 6ver
Mattelandet.
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- Vi gor ett omréde av sifferrikning ...

siffra ja. Siffra. Det dr inte samma som
Tal. Trettiofyra dr tvasiffrigt, har tva
siffror. Det finns bara tio olika siffror
men hur manga tal som helst!

Ja Siffra méste vara med.

Jag fattar fortfarande inte vad vi ska
gora med det.

Jo vi maste bestimma oss. Jag tycker
nog att Addition ska vara en stor flod
med ménga sma byar, som heter 1, 2, 3,
4. Den har en biflod som heter Subtrak-
tion. De negativa talen
-1, -2, -3, -4 dr smé byar
som ligger pd andra
sidan Addition, tyck-
er jag, lika langt fran
floden! Men nirmare
Subtraktion.

- Och floden Addi-
tion delar sig i en flod
Multiplikation, fér multiplikation dr ju
addition ménga génger.

— Ja, en biflod. Men hur blir det med flo-

derna? Hur hinger de ihop egentligen?

- Men positiva och negativa tal ir olika,

de kan vil vara olika landskap i Heltal
och Brak? D4 rinner Addition just lings
gransen.

- Ja! Och noll 4r varken positivt eller ne-

gativt, s& Noll 4r en stad som ligger pa
den grinsen ...




- Ja, Noll ligger pa en 6 i floden Addition!
Fortsdittning for grundskolans
mellersta de

- Ja! Dir Subtraktionsfloden gir ut ocksa

tycker jag. Men var ska it vara?

— Mellan 3 och 4 vil.

- N4, tycker jag inte, for & 4r en annan
sorts tal. Bér varai ett annat land.

— Men Division da? Det far bli en biflod

till ... som kommer fran ... Multiplika-
tion forstas!

- Jo, man kan géra pa olika sitt. Vi som
gor kartan bestdmmer vad vi tycker
passar bist!

- Subtraktion kommer ocksé fran addi-
tion, si det bér vara en annan biflod,
som gar it ett annat hall.

- Ja &t ett lugnare hall d3, fér multiplika-
tion och division dr mycket svarare. Flo-

den Subtraktion rinner ut i ett stillsamt

slattland.
- S& mycket floder ... de kommer frén
sjéar. Addition kommer fran Addisjon!
— Jal Och Division frén Divisjén! Multip-
likation fran Multiplikasjén! Hihi!

- Men decimal och decimaltal maste ju

vara med ocksa.

- Jamen hur hér de ihop med brik?

— De fér vara for sig. Tur man har riknat
en del, annars skulle man inte fatta det
hir.

— Ar division svérast?

— Nej, procent.

- Okej, da blir bade division och procent

bergsland, f6r det dr svarare att komma

fram i bergstrakterna. De ligger bakom
bergskedjor.

- Braken ligger uppe i bergen och lurar!

- Dir kan vi ha procent ocksa.

- Just det, nu bérjar du ocksa fatta!

- Procent dr en vulkansjd! Som slukas
av ett vulkanutbrott, sen har vi aldrig
nagon procent mer!

— Men var rinner floderna ut? I ett hav
... kanske i Talhavet, i talens milsvida

ocean?

- Didr mycket doljer sig i djupet, som
ingen &nnu nagonsin sett ...

— Siffra maste vara en stor stad, fér det ar

ju viktigt.

— Just det. Det viktiga ir stora stider.

- Kanske ligger Siffrainnan Addition har
delat sig?

- Ja. Och en hand ska vil vara med ... Vi
har tio fingrar, darfér har vi basen tio.

- Staden Handen ligger just innan Siff-
ran.

- Det ir bra for didr kan man ta pendelta-
get in till Stockholm.

- Fast tvad hinder. Tio siffror, fem plus
fem.

Fortsdittning for grundskolans
senare del

- Okej. Men jag tinkte pa ... ska Brak bli
ett omrade fér sig, och Decimal ett fér
sig, som delas av floden Division?

— Eller s& ir Brékstreck en biflod till Di-
vision, med Namnare och Téljare pa var
sin sida.

— Okej. Jag tycker i alla fall att vi har tva
olika linder, Heltal och Brik. Floden
Division rinner bara genom Brak, men
Addition rinner genom béda.

- Ar Decimal ett annat land 4n Brék d3?

- Nej, tycker jag inte, f6r de ir ju egentli-
gen samma tal. Det kan st& 1/4 (0,25) pa
en stad, tva olika namn f6r samma stad.
Som Gdansk i Polen har det tyska nam-
net Danzig, som ibland stér i parentes.
Eller Peking och Beijing.

- Och 1/3 har det sviruttalade namnet
0,333....

- T alla fall kan Decimal och Braktal vara
tva stider nira varandra, fér det ir lite
olika idéer, &ven om samma tal kan skri-
vas pa de tv4 sitten.

- Jag tycker att Brdk ska delas in i flera
delomraden: Andliga decimaltal som
0,25 och sddana som 0,33333..., du vet
nir siffrorna aldrig tar slut.

Fortsdittning for gymnasiet

- Du menar periodiska tal. Och sen har
vi dom som inte har ndgon period. Som
.

- Om man vill kan man ta med det ocksa.
Det ir ju irrationella tal. Annu virre.
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De ir inga brak, de dr utanfér brak-
landet.

— D4 har vi ett land till, Irrationella.

- D& maste x ligga mitt i en cirkel, en Cir-
kelslitt eller en Cirkelskog!

- Vad d3 irratio ... Atjo!

- Fé6r du kan inte skriva & som ett vanligt
brak, det blir alltid lite fel om du forss-
ker.

- Vanligt brak, alltsd med heltal uppe och
nere. Det 4r samma sak med roten ur
tva.

- Kanske Brakstreck dr en bergskedja och
Liggande stolen &r en annan?

— Jal Man far ju trina med dem, de ir lite
jobbiga, s& det bor vara jobbiga berg.

— Eller s& dr de bergssjéar, vildigt flikiga
for det dr en massa specialfall ...

- Det ir praktiska saker, inte s matema-
tiska.

- D4 har vi Praktiska Trisket! Med trisk-
sjdarna Procent och Liggande Stolen!
Och Promille.

- Och hir finns Procent. Vid procent lig-
ger forstiderna Hundra (100) vid ena
sidan och Hundradel (1/100) vid den
andra.

- D4 borde Procent ligga pa grinsen mel-
lan Heltal och Brak, s& Hundra ligger i
Heltal och Hundradel i Brék. Men varje
gang det dr val pratar man hela tiden
om procent.

- Och pa banken.

- S& Praktiska Trisket har ett omréade
med bankord, och ett med valord. 4%
och Rinta ir byar i trisket.

- Ja, ni har fattat galoppen! Lat oss rita ut
det har!

- Vinta, promille r ju en tusendel. Sa det
finns en mindre stad Promille lite ling-
re bort, med forstiderna Tusen (1000)
och Tusendel (1/1000). Vid en trisksjd
som ser ut som en flaska ...

- Skdrpning — nu méste vi sitta igdng att
gora nagonting. Vi gor en skiss forst sd
vi vet vad vi ska ha med.

Fortsdittning pd hogskolenivad

— Men vi ir inte klara! Vi har ocksa de Kom-
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plexa! Egentligen borde alla andra tal-
omriden vara delprovinser i Komplexa.
Polir form och rektanguldr form maste
vara huvudstider i Komplexa! Polir
form har tva férstider: Belopp och Ar-
gument (Vinkel), den senare ligger vid
en liten sjo som heter Positiva X-axeln.
Men sen funkar ju inte olikheter hir ...
Naturtyp! Den farliga Olikhetsskogen
gar genom alla linder, men inte i Kom-
plexa!

Och Polir form ligger nira ett helt
annat land, Linjir Algebra, som man
skymtar i utkanten. I Linjir Algebra
skymtar staden Avstdndsformeln, som
ligger nira Belopp - just pa andra sidan
grinsen ... De dr ju samma sak.

Och hir har vi Vektorlandet och floden
Linjarkombination, med stdderna Lin-
jart Beroende och Linjirt Oberoende
pa varsin sida ... och Bas pd samma sida
som Linjért Oberoende ...

Men nu bérjar det bli lite vl mycket,
nu pratar du om ett annat land. Vi sam-
lar oss.

Matematikkartornas grundidéer

De ovanstiende samtalen ir inte autentis-
ka (men skulle kanske kunna vara det). De
forsoker illustrera hur en matematikkarta
kan vixa fram ur elevers och lirares for-
mulerande av sina kunskaper och erfaren-
heter i matematik. Att rita kartan 6verlits
till lisaren.

Matematikkartor kan goéras pa vilken

matematisk nivd som helst. Hir 4r nagra
forslag. En karta 6ver:

Additionslandet

De fyra riknesitten
Geometrilandet
Kurs A-landet
Trigonometrilandet

Det omrade som ska bli féremal for
undervisning




e Envariabelanalys

I innerpiarmen i boken "Envariabelanalys
med dialoger” (Lennerstad, 2002) finns
en matematikkarta av det sistnimnda sla-
get. Detta dr oss veterligt den forsta ma-
tematikkartan. P4 webbplatsen www.bth.
se/analysmeddialoger (se Om Boken och
Ndgra avsikter med kartan) finns en dis-
kussion om dess uppbyggnad, samt den del
av denna karta som svarar mot matemati-
ken i ovanstdende dialog (hir dock med
floden Ekvationslésning, ...). Om ni gor
en karta, s skulle férfattarna vara mycket
tacksamma om ni ville skicka en kopia av
den till Hakan.Lennerstad@bth.se.

I slutet av denna artikel finns négra
kommentarer frin lirarstudenter vid Lin-
képings Universitet. De ritade matema-
tikkartor 6ver matematiken fér grund-
skolan.

Landskapsmetaforens kraft

En matematikkarta innehéller de vik-
tiga matematikorden i ett visst matema-
tiskt omréde, dvs terminologin. Den kan
ocksd inkludera tal och formler. Ordens
placering pa kartan antyder begreppens
inbérdes samband. Detta ir vad eleverna
soker sig fram till ndr de konstruerar en
karta. Fér sambanden anvinds en fér alla
kind metafor - en karta éver ett landskap.
Detta dr konkret och vilbekant s3 det ar
latt for alla att delta. Den ger ett samband
mellan egna erfarenheter och matematik.
Landskapsmetaforen genererar genom
sin tillgédnglighet mycket energi och ska-
parkraft. Darfor dr den central for mate-
matikkartorna.

Framvaxande helhetssyn

En matematikkarta kan konstrueras av 13-
rare och elever tillsammans nir man tar
sig igenom nya matematikavsnitt. Under
arbetets gdng kan man komplettera och
fullborda kartan, som sedan utgér en do-

kumentation av vad man diskuterat sig
fram till. Man kan ocksa tinka sig att ma-
tematikkartan successivt konstrueras av
en klass vecka for vecka. Det innebir att
man i slutet har tagit del av varandras skil-
da tolkningar av matematiska begrepp och
trinat pd att diskutera hur man tycker att
matematiken hinger ihop. Man har vun-
nit en helhetssyn. Och det kan f6r manga
elever kinnas befriande att finna ord for
det riknande man sysslat med under hela
sin skoltid.

Sjalvstartande diskussioner
— matematik utan rakning

Diskussionerna handlar om orden och be-
greppen, deras innebérder och samband,
och inte s& mycket om ridknandet. Det
ir matematik utan rikning. Dessa elev-
diskussioner tycks komma igdng nistan av
sig sjilva. Sddana diskussioner har varit en
pedagogisk malsittning i manga &r, men
en malsittning som inte har varit latt att
forverkliga. Matematikkartor tycks vara
ett effektivt verktyg i detta syfte.

Man provar sin matematikuppfattning
medan man viljer férslag pd landskaps-
utformning, och viljer namn. Landskapet
replikerar med matematikférhéllanden
att ta stillning till, ndmligen diverse oav-
siktliga konsekvenser i foreslagna kart-
skisser.

En karta dver ett matematiskt omrade
kan se ut p&d manga sitt, ty den uttryck-
er matematiska samband tillsammans
med den egna personliga matematik-
uppfattningen. Det kan gilla bergsked-
jor for vad som uppfattas som svirt, sti-
ders storlek f6r vad man anser dr viktigast
i kursen, vad som ir floder eller berg, hur
de hinger samman. Detta kan ses som
lirandets mal: att fa till stdnd riktiga
moten mellan d enasidan etablerad dmnes-
kunskap och 4 andra sidan elevers person-
liga, faktiska uppfattningar.
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Minnesbilder for det abstrakta

Kartan kan anvindas som en samman-
stillning av minnesregler. Exempelvis,
om man litt glommer om det dr procent
eller promille som betyder tusendel kan
man bara kasta en blick pd kartan. Hir
star Promille bredvid Tusendel, och Pro-
cent bredvid Hundradel. Denna anvind-
ning géller i hogre grad ju mer abstrakt
och frimmande terminologin ir.

Kartan 4r en sammanfattning 6ver
en matematikkurs, innehiller minnes-
bilder och ir litt att gora estetiskt tillta-
lande. Den ir resultatet av ett 1dngvarigt

gemensamt arbete. Det &r fyra faktorer
som gor den ldmplig att sdtta upp pa en
anslagstavla i skolan.

Matematikkartor, begrepps-
kartor och logiska grafer

Med en begreppskarta (se Andersson,
2002) kan matematiska begrepp sorte-
ras med stérre matematisk precision dn
med en matematikkarta. Begreppskar-
tan inkluderar inte de personliga mate-
matikuppfattningarna. Men den stora
skillnaden mellan en matematikkarta
och en begreppskarta dr matematikkar-

Forslag till metaforer

Tabellen ger ndgra férslag pd metaforer som kanske kan limpa sig fér 6vre grundskoleniva.

Matematik Geografi

Exempel (se dven dialogen)

Omrade Land

Tal, Geometri

Del av omride Provins i land

Hela Tal, Decimaltal, Trianglar, Cirklar

Genomgdende tema, begrepp

eller metod Flod

Ekvationslésning, Tal, Obekanta

Huvudbegrepp o resultat Stérre stader

Procent, Vinkelsumma i (landet) Triangel, Area,
Kvadratkomplettering, «

Primitiva begrepp Byar, minnesmirken | 2, 3,4,...-2,-3,-4,..1/2,1/3, 1/4...

Kalkyler med lite rikningar Oflikiga sj6ar Addition och Multiplikation av sma tal

Kalkyler med mycket rakning- Flikiga sjéar Division av stora tal (olika berdkningssitt),
ar Andragradsekvationer

Effektiva hjilpmedel Motorvigar Miniréknare

Besvirligt omrade Bergsmassiv Trigonometriska problem, Dubbelbrak

Enskilda sirskilt stora besvir-
ligheter

Vulkaner, raviner

Oindligheten

Tillimpade begrepp Trisk, kirr Lastal, Bankrintor, Matt, Enheter

Materflatlska begr.e pp Omse sidor av re- 2 och -2, 2 och 1/2, Maximum och Minimum, < och >
som férekommer i par levant flod

Omyjliga fall Reservat Nolldivision

Matematisk fortsittning, | Lander i kartans | Tredjegradsekvationer, Rymdgeometri (Klot), Sta-

framtida kurser

utkant (Stider)

tistik (Tarning)

Resultat dominerat av “av-

lagsna begrepp”

Kolonier

Rektangels area domineras av Multiplikation
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tans landskapsmetafor.

En tredje typ av grafisk framstillning
av matematik som #r ganska nira beslik-
tad med en begreppsgraf, ir en logisk graf
(Lennerstad, 1996a, 1996b). Detta ir ett
alternativt sitt att representera matema-
tiska bevis men ocksd &verblickar over
matematiska omrdden. Genom att lo-
giken skrivs i grafform fér lasaren mera
6verblick och mera frihet vid matematik-
studier. Inte heller logiska grafer anvinder
landskapsmetaforen.

Kommentarer fran lararstudenter

Jag tycker det var positivt att fa ner hur
mycket som faktiskt ingdr i matematiken
dven om vi gjorde endast dr F-6. Jag tror
att jag tdnkte till lite Gver hur man skulle
kunna arbeta sig igenom de olika omrd-
dena pd ett bra sdtt. Vissa hor ju liksom
ihop. Precis som du sa tror jag att det dir ett
bra sdtt att visa for fordldrar (men dven
elever) hur mycket det faktiskt dr.

Jag tyckte att det var jobbigt men dr idag
vildigt néjd med resultatet. Ndr jag bér-
jade hade jag lite idéer, men ndr det var
klart sag jag fler samband pd stoffkartan
dn vad som var tdnkt nér jag satte igang.
Tex. det oroliga geometrilandet, matema-
tikens "arabvdrld”.

Positivt:

— bdittre dverblick éver matematikkunska-
pernas nyckelbitar

—ldtt att dtergd till (struktur och egen
uppléggning)

— kan goras var for sig, individuellt anpas-
sad

— kreativt, Littare att forstd att matematik
dr ett landskap av begrepp

Svart:

— kort om tid, svdrt att gora i grupp

— svdrt att veta vad man ska skriva/ta
med. Tex. addition, addition med tvdsiff-
riga tal, addition med tresiffriga tal etc.
— Uppléiggningen svdr eftersom alla ville
ha med sina dsikter. Kunskaperna varierar

fran skola till skola pga att varje skola
har en lokal dmnesplan. MYCKET TID
BEHOVS!!

Upplevelsen var den att ett matematiskt
landskap med en mdngd olika kunskaps-
bitar viixte fram. Storre verblick over
damnet. Omvdrldsuppfattningen ger en
grund for kartan.

Jag tyckte det var svdrt att forverkliga en
stoffkarta, detta berodde pad bristande fan-
tasi! Med hjdlp av en mycket fantasifull
medstudent fick jag i alla fall fram det
virdefulla. Ndr hon visade det hon hade
fatt fram som karta over de matematik-
kunskaper som mellanstadieelever ska
igenom, var det bdde roligt, spinnande
och fangslande att gd igenom kartan, med
PI-deltat och tidshalvin och mdnga andra
effektfulla idéer. Jag tycker matematik-
kartor dr en rolig ide, men jag tror mdnga
behdver hjdlp pd traven med fantasin.

Jag har bara positiva erfarenheter. Det blir
ett sditt att gora matematik vackert. Jag tror
pdidén att ldta elever gora en karta, men
jag tycker ocksd att det dr ett bra sdtt for
ett arbetslag att konkret fd ner pd papper
vad t ex 7-9:ans matte ska handla om.
Jag ser det som ett sdtt att integrera olika
dmnen, men dven en mijlighet att slippa
beroendet av matematikboken.
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