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Rapport fran projektet "Bevis i gymnasieskolan”

Beskrivning av projektet

En skillnad mellan gymnasieskolan och hogskolan ar att det inte ar sa mycket bevis i
gymnasieskolan. Leder detta till att studenter tycker bevis ar jobbiga och ontdiga for
deras matematikkunskaper? Hur ser gymnasieelever pa bevis? Laser man
betygskriterierna for gymnasieskolans matematikkurser sa star det for MVG att ”Eleven
deltar i matematiska samtal och genomfor saval muntligt som skriftligt matematiska
bevis.”. | detta projekt vill vi undersdka om elevers attityder kring bevis andras om de
exponeras for ett bevis i veckan. Vi vill ocksa se om elevernas syn pa vad matematik &r
andras.

Utforande

| projektet deltog tva NV-klasser. Projektet borjade nér dessa klasser borjade i forsta
arskurs och pagick till varterminen i tvaan. Den ena klassen var referensklass med vanlig
undervisning medan i den andra klassen avsattes 20 minuter i veckan till bevis. Bada
klasserna hade samma larare. | tvaan byttes denna larare ut mot en annan larare pga
annan tjanst.

De 20-30 minuter som dgnades at bevis utfordes pa olika satt. Ibland gick lararen igenom
ett eller flera bevis for klassen och ibland fick klassen arbeta i smagrupper att bevisa
enklare matematiska samband. I A-kursen och C-kursen berdrde bevisen de avsnitt som
for tillfallet arbetades med under de vanliga lektionerna, medan B-kursens bevis
hamtades fran konstruktionsbevis i Euklides Elementa. Som hjalpmedel anvéandes da det
dynamiska geometri-programvaran GEONEXT. Eftersom B-kursens bevis kunde ta
ganska lang tid under grupparbetena lades tva till tre veckors tid ihop for att eleverna
skulle fa drygt en timme eller mer pa sig for ett bevis. Saledes bevisades inte ett bevis i
veckan for B-kursen. | A-kursen anvandes en annan strategi. Oftast hann inte eleverna
med beviset under en lektion pa 30 minuter utan vi fick da fortsatta under nasta
bevislektion. Det kéndes lite hackigt, darav den andrade strategin i B-kursen.

Léararen och bevisklassen talade med jamna mellanrum vad ett bevis var och varfér man
hade bevis.

Hogskolan kom vid nagot tillfalle och holl en forelasning om bevis for bevisklassen och
hdgskolan var behjalplig for lararen att diskutera olika bevis.
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Exempel pa bevis som behandlades

I A-kursen borjades projektet med att prata om vad bevis var och vad bevis var bra for.
Som inledande bevis visades att 1+ 3+5+ 7 +...+ (2n —1) = n* grafiskt. Vi behandlade

potenslagarna som gas igenom i A-kursen. Dessa fick grupperna sitta i grupper och
bevisa. Andra bevis som togs upp under A-kursen var t ex ett bevis for Pythagoras sats,
beviset for att det finns oandligt manga primtal och aritmetikens fundamentalsats.

B-kursens bevis agnades, forutom det bevis som fanns i kursboken, at Elementa. Vi
anvande det dynamiska geometriprogrammet Geonext. Det delades aven ut samband till
eleverna som de skulle bevisa i grupper.

I C-kursen agnades forutom de bevis som fanns i boken at t ex att /2 dr ett irrationellt
tal och satser innehallande polynomdivision.

Lararnas upplevelse

Larare 1 (A, B och D-kurs i bevisklassen samt A och B-kurs i
referensklassen)

Det var trogt for eleverna att arbeta med bevis men samtidigt nar vi pratade om
matematik och bevis sa verkade de forsta varfér man maste ha bevis och vad de var bra
for. Som larare ar man styrd av kursplanen och i den sa star det endast i MVVG-kriterierna
klart uttryckt att eleverna ska kunna utfora bevis. | G star det om gissningar och
antagande fran bevis och for VG ingenting direkt om bevis. Daremot star det i VG att
“Eleven gor matematiska tolkningar av situationer eller hdndelser samt genomfor och
redovisar sitt arbete med logiska resonemang saval muntligt som skriftligt.” och

"Eleven anvander matematiska termer, symboler och konventioner pa sadant satt att det
ar latt att folja, forsta och prova de tankar som kommer till uttryck saval muntligt som
skriftligt.”. Dessa kvalitéer utvecklas troligen vid évning av bevis.

Som ldrare kdnde jag mig stressad att bevisdelen tog en ganska stor del av veckans
schemalagda matematiklektioner. Bevisklassen fick mindre tid pa sig att 6va pa
resterande lektionsinnehall jamfort med den andra klassen. Jag kunde inte se nagon
matematisk forbattring (i bevisforing eller i annan problemlésning) hos klassen jamfort
med den andra klassen. Ddremot nar man pratade med bevisklassen kunde de redogéra
bevisens nytta for matematiken.

Jag kommer inte att avsatta sarskild tid varje vecka for bevis daremot kommer jag att
trycka mer pa varfor bevisen ar sa viktiga for matematiken och jag kommer bérja med
detta redan i A-kursen. Jag kommer aven att dela in eleverna i grupper och lata dem
bevisa enklare pastaende/satser. Detta &r ett tillfalle att lata eleverna uttrycka sig
matematiskt och forsoka tanka klart och logiskt och resonera sig fram vilket ingar i
betygskriterierna. Ska eleverna bli battre pa bevis och man ska satsa pa det tror vi dock
det behdévs mer tid pa matematikkurserna dar den extra tiden ar avsatt for bevisforing.
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Larare 2 (C-kurs i bevisklassen samt C- och D-kurs i referensklassen)

Jag tycker att det han varit svart att hinna med att genomfora bevis som inte ligger inom
ramen for kurs C. Med anledning av att den kursen redan har snalt med tid. Daremot sa ar
det bra att genomfora de bevis som ar kopplade till kursen. De bevis som jag gjorde som
var kopplade till kursen tyckte jag var bra for eleverna. Men jag vet inte om det nar alla
elever.

Jag tyckte att det var svart att regelbundet anvanda mig av bevis bara for att vi "skulle
bevisa". Men jag kommer daremot att anvédnda mig av de bevis som boken gor och
diskutera kring dem pa tavlan, dven i framtiden.

Jag tror att bevis i lagom méngd &r viktigt for eleverna.

Elevernas upplevelse

Efter varje kurs fick eleverna svara pa en enkat med fragor var matematik var, hur man
kan veta att den stammer samt vad ett bevis &r. Sista enkaten inneholl dven fragor om hur
sjalva projektet upplevdes.

Bevisklassens slutomdéme om projektet &r varierande med mest positiva och neutrala
omdomen. De elever som var mest positiva var éverlag de som har hdgst betyg. Nedan
foljer nagra omdomen:

”Man far béttre insikt i matematiken mha av bevisen”

"Ganska svart och trakigt”

"Bara det inte tar lang tid att forklara, ar det bra”

”Varken eller. Hade klarat mig utan bevis”

"Bra for det mesta, ibland kan det vara konstigt och trakigt”

"Bra. Jag tycker det ar bra att fa bevis for formler och hur man kommit fram till
dem”

"Ibland har det varit svart att forstd men for det mesta har det lart mig att forsta
helheten”

"Sadar. Roligt ibland men tog for mycket tid fran undervisningen.”

Pa fragan om till eleverna om de lért sig nagot fick ocksa ett blandat resultat men del
flesta tyckte de lart sig nagot. Nedan foljer nagra omdomen:

” Ja det har lart mig att forstd uppbyggnaden och grunden for matematiken
battre.”

” Lite, har fatt forstaelse for varfor man kan anvéanda vissa raknesatt och formler.”
”Inte direkt”

" Ifragasatta saker”

” Man ser samband i matematiken battre.”
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” Jag har lart mig varifran manga viktiga formler kommer ifran.”

" Inte sa mycket, men forstar t ex Pythagoras sats, cosinussatsen.”

" Inte sa det markts men det gar inte att rdkna nar man inte vet varfor man gor
sakerna sa da har det varit bra.”

” Jag tror att man har lart sig att forsta att det finns en helhet inom allt och att vi
har blivit stimulerade att tdnka logiskt.”

Vid fragan vad matematik ar skiljde sig inte svaren at varken mellan de olika klasserna
eller de olika tillfallena som enkaten gavs. De allra flesta elever ansag att matematik var
problemlésning, siffror, formler, logik och nagon skrev ett sprak.

Vid fragan hur man kan veta att matematiken stammer (efter A-kursen) svarade
majoriteten i bevisklassen att det var genom bevis medan referensklassen svarade genom
miniraknaren, praktiska forsok och for nagon har sagt sa. Nagra svarade genom logik och
en svarade genom tusenariga teorier.

Efter B-kursen svarade majoriteten av bevisklassen fortfarande att man vet att
matematiken stimmer genom bevis pa samma fradga men nu svarade dven majoriteten av
referensklassen det. | B-kursen ingar lite bevis fran den klassiska geometrin och darfor ar
det naturligt att tala om bevis med klassen om bevis da och dess betydelse. Det kan ocksa
spela roll att sista fragan pa enkaten efter B-kursen var vad ett bevis var for nagot. Pa
denna fraga svarade bada klasserna att det &r ndgot som visar att matematiken stimmer.

Efter C-kursen var ocksa svaren liknande i de bada klasserna, bada klasser holl fast vid
att man vet att matematiken stammer for att den ar bevisad och pa fragan om bevis
behdvs svarade bada klasserna ja.

Elevernas resultat

Antalet elever som ingar i studien ar de elever som varit med i projektet hela tiden. De
elever som slutat NV samt de elever som kommit till &r inte medrdknade. Antalet elever
som raknats i resultaten nedan ar i bevisklassen 26 stycken i referensklassen och 29
stycken i bevisklassen.

For att gora jamforelse mellan klassernas betyg har jag raknat 1G=0p, G=5p, VG=10p
och MVG=15p. P& de nationella proven finns det vissa uppgifter som visar pa MVG-
kvaliteter. En uppgift kan visa pa flera MV G- kvalitéer. Jag har valt att for varje MVG-
kvalité rakna en stjarna (alltsa kan samma MV G- kvalitéer ge tva stjarnor om de ar tagna
pa olika uppgifter).

Betygsmaéssigt var bevisklassen lite béttre dn referensklassen nar de kom till
gymnasieskolan. Bevisklassen hade ett medel pa 12,31 medan referensklassen hade ett
medel pa 11,37,

Resultaten som diskuteras nedan ar baserat pa de nationella proven i slutet av varje kurs.
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I Ma A var bevisklassen nagot battre an referensklassen om man ser till de Nationella
provbetygen, 11,88 mot 10,69, men om man ser till det totala antalet MV G-stjarnor sa var
referensklassen klart battre.

Aven i B-kursen var bevisklassen nagot biattre om man sdg till de Nationella provbetygen,
bevisklassens medel var 9,61 mot referensklassens 8,62. Men i antalet MV G-stjarnor var
det omvénda forhallandet gentemot A-kursen, bevisklassen var klartt battre an
referensklassen.

Under Ma B-kursen skrev klasserna Kangurutavlingen 2003. Bevisklassen lyckades
nagot battre, med ett medel pa 38,3 mot referensklassens 36,6.

I Ma C hade referensklassen nagot battre om man ser till provbetygen pa de nationella
proven (referensklassens medel var 7,5 mot bevisklassens medel pa 7,31). Ser man
daremot pa MV G-stjarnor ar bevisklassen mycket battre, de har mer an dubbelt sa manga
MVG-stjarnor jamfért med referensklassen.

Utifran dessa iakttagelser kan man inte dra nagra slutsatser. Bevisklassen har varit lite
battre betygsmassigt fran grundskolan upp till Ma B. | Ma C éar referensklassen nagot
battre men det var flera elever i bevisklassen som var pa gransen till ett hogre betyg,
sarskilt MV G, pa nationella provet. Ser man dock till deras MV G-kvaliteter sa var
bevisklassen battre. Kanske det ar sa att de har haft nytta av den utdkade undervisningen i
bevis i detta avseende men att det skett pa bekostnad av den allmanna fardigheten?

Slutlig kommentar

Det &r svart att saga om projektet gett nagot till bevisklassen eller om det skulle gett mer
med vanlig problemlésning enskilt och i grupp. Betygsmassigt pa det nationella provet i
kurs C gick referensklassen om bevisklassen men lag langt efter i antalet MV G-stjarnor.
Det var ocksa mer an dubbelt s manga elever som fick MV G-stjarnor i bevisklassen an i
referensklassen (10 mot 4). Som larare (larare 1) tycker jag att eleverna fick en annan bild
av matematiken (i alla fall en annan bild tidigare) nar man tog in bevisen kontinuerligt i
matematiken redan i A-kursen. Det ar nagot jag kommer att fortsétta med dven om jag
inte kommer att lagga lika mycket tid pa bevis som jag gjort nu under projektet. Daremot
tror jag inte eleverna fatt en annan attityd till matematiken.
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