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Rékning med rationella tal och brak

Rationella tal &r tal som kan skrivas ¢ dér a och b &r heltal (Obs b # 0), t ex 2. 1
grundskolan l&r man sig att tolka % t ex som att 7 personer ska dela 3 tartor lika mellan
sig; % tarta dr da vad varje person far. Detta kan uttryckas med en ekvation. Om x &r den
méangd tarta som varje person far nir de 3 tartorna delas lika mellan 7 personer, sa maste

7z = 3. Detta dr ett matematisk fruktbart sitt att se pa saken:

(1) |z= % ar 16sningen till ekvationen bz =«

Med hjilp av (1) kan man ta fram regler fér hur man riknar med brak och forsta hur brak
uppfor sig.

Exempel 1. (Férkortning): % = %
c
tyom x = % 8& ar bx = a . Multiplikation av bada leden med ¢ ger cbz = ca , vilket
: ca ..oa_ca
enligt (1) betyder att = 3 Alltsa ar 5=

Uppgift 1. Forkorta foljande brak sa langt som majligt.

2) E b) ﬂ ) a3bt ) 15a2b° e) ax + ay ab — ac ) 4a + 4a?
12 800 a3bh> 18a5b ab 4+ ac br — cx & 6a? — 8a
2(a+b) i 22 — 2y + y? i) ac—bc—a+b

h) a2 —p2 22 — g2 J a2 — 2
Uppgift 2. Underssk med hjilp av (1) vilket tecken % har da
a) a och b bada dr positiva. b) a och b bada &r negativa.
¢) a &r positiv och b dr negativ. d) a &r negativ och b &r positiv.

Exempel 2. (addition av rationella tal): Tyl ad + be .

b d bd
Om z = % och y = 2 sa betyder det enligt (1) att bz = ¢ och dy = ¢. Multiplicera

den forsta av dessa ekvationer med d och den andra med &. Da far vi

dbx = da och bdy = bc
Addition ger bdz 4+ bdy = ad + bc. Vi bryter ut den gemensamma faktorn bd i

vinsterledet och far bd(z+y) = ad+bc, vilket enligt (1) betyder att 2 +y = adb—; be ,
a c ad + be
W 3Ta= "

Uppgift 3. Skriv nedanstaende uttryck pa gemensamt brakstreck (férenkla om det gar!).
2 3 3 3 a 3a® 362 x x m
—4+- b)=-= ——=d - - f)l— ——

a)3 2 )2 8 C)b d )a—l—b a+b e)a+b—a ) m 4+ 1

) 4 1 3 4 5 ) 1 a ) 3z 2 ) b a

& a b a b (a+1)2 (a+1)3 ! 2 —y?2 x4y ] a4+ ab ab+ b2
5 8 3z +7 1 1 1

k - ) — —

)x—l x—|—1+$2—1 )236 x—|—1+2x—|—4



Uppgift 4. Undersok med hjédlp av (1) om det gar att bestimma virdet av uttryck som

— och - Motivera ditt svar!

0

a a
Exempel 3. Vad menas med boroma=2L saar enligt(1) cz = %. Men enligt (1)
¢ ¢
betyder detta att bex = a, vilket i sin tur (aterigen med anvéndning av (1)) innebir
a
tt v = —.
att @ = =
a
Uppgift 5. Observera att man maste vara noga med att skilja pa % och L
¢
¢
a) Visa med hjilp av (1) att % = %
¢

b) Forenkla

ol 2
o s e
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Uppgifter for kursen M A503.

Faktorisering av polynom.

Faktorsatsen: Om p(z) dr ett polynom och p(a) =0 sa dr 2z — a en faktor i p(z), dvs
det finns ett polynom ¢(z) sa att p(z) = (z — a)q(z) .

Exempel: Om p(z) = 222 —z — 6 sa r p(2) = 0. Enligt faktorsatsen &r = — 2 en faktor
i p(z) och p(z) da skrivas p(z) = (¢ — 2)¢(z) . Man finner ldtt (hur?) att ¢(z) = 22 + 3,
dvs p(z) = (2 —2)(22+3).

Exempel: Faktorisera 222 — 3z + 1.

Losning: Losning av 2:a gradsekvationen 222 — 3z + 1 = 0 ger rétterna @ = 1 och
T = % . Alltsa 4r bade z—1 och =z — % faktoreri 22?2 —3z 41, varav vi kan dra slutsatsen

202 — 3z +1=2(x — 1)(z — &) (varfér méste faktorn 2 vara med?).

Uppgift 6. Faktorisera
a) 24z—2 b) 322 4+ 172 4+ 20 c) 34222 g -2 d) 203 — 4z 45— 2
e) > =8 f) a®—y® g) 2 +2%a—w2a®*—a® h) 2 —at
Uppgift 7. Undersék om = + 1 &r en faktor i
a) 4+ +2 b) 2 —at 4227 — 241 c) M S 42?245+ 2
Uppgift 8. Forkorta foljande brak sa langt som mdjligt
2 2 _ -1 3 _ 3_ .3 3 1 12 2 _
a) x x b) x 8 C) x a d) z° + e) x 3
322 -2 -1 x> — 22 42 1222 + 62
f) ax + bx + ay + by ) ab— b+ 2a% -2 h) a® + 0% — 2ab — 2
& a’ 4+ 1 a? — b2 — 2bc — 2

22—z -2 3 — za?

ay + by — ax — bx
22 4+ ax — 24>
22 — 3azx + 2a?
(Tips: Vad far du om du sitter = a?)

Uppgift 9. Forkorta sa langt som maojligt.

Réakning med brak och dubbelbrak.
Vid rdkning med dubbelbrak ar det viktigt att halla reda pa vad som ar “huvudbrakstreck”.

@_a a ac

¢ The M AN Ty
C

Uppgift 10. Férenkla nedanstaende uttryck

Observera skillnaden mellan

3
624 (a_z) a’>+4a+4
35u3 b? e ab+a /b*—1
@) 2z b) a’ c) a+2 d) b—1 a
Tu? b7 3

2 0 (o)



Uppgift 11. Forenkla:

a ) 3z 2z a c _3a—|—2b
z_ 2 32 a4+ 1 b d 2a + 3b
LR L S L
2 3 a —I_@ a b
1
14+a 2 a
f) 52 8 T 1
1—|—a—|—1_ “= @
T z+1
Uppgift 12. a) Forenkla uttrycket ij—i
. aw-—1

b) Prova att sitta in olika virden pa « for att kontrollera att du forenklat ritt.
Préva t ex med 2 =2, z = % , =0 och z =1.Stdmmer dina resultat?

Uppgift 13. Los ekvationerna

x+1 1
a) Y¥—m— = — =
1 1 1
14+ — 2 r— — ——-1 r+1
x—1 x x



14.

15.

16.
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MAS503: Grafer till polynom och rationella funktioner.

Utga fran kurvan y = 22 som du siikert vet hur den ser ut. Férsék, utan att gora
nagra berdkningar, fundera ut hur kurvorna

a) y=-2> b)y=2>+1 ¢y=2>-1 d)y=(¢-1)° ¢ y=(a+1)
fly=(=-27%+3 g y=—-(2-2?%+3 h) y=2? i) y=2?/2

ser ut jamfoért med y = 22.

Rita kurvan y = 2% i ett ay-diagram (anviind atminstone en halv A4-sida fér dia-

grammet). Forsdk sedan rita in kurvorna a)-h) i samma diagram enbart med hjilp
av hur kurvan y = 2? ser ut. Nar du bérjar fa fér manga kurvor i diagrammet ritar
du y = 2? i ett nytt diagram och fortsitter med kurvorna som aterstar i det nya
diagrammet. Om du vill kan du i efterhand kontrollera att du ritat rétt t ex med en
grafritande riknedosa.

Antag att en funktion y = f(z) 4r given. Skriv upp en funktion vars graf erhalls
genom att flytta grafen till f tre steg till vinster (dvs tre steg i negativa z-axelns
riktning) och tva steg uppat (dvs tva steg i positiva y-axelns riktning).

Ett 2:a gradspolynom 22 + a2 4 b kan med hjilp av kvadreringsregeln skrivas om
pa foljande sidtt (metoden kallas kvadratkomplettering):

2

2 _ ay? v '
z“+ax+b= (w + 2) +b 1 (kontrolleral)

Du ska nu skissera grafen y = 22 — 62 + 5. Anvind tre olika metoder:

a) Derivera, ta reda pa derivatans 0-stillen och gor teckenstudium pa derivatan.
Kombinera med virdetabell.

b) Kvadratkomplettera och utnyttja att du vet hur grafen till y = 2? ser ut.

¢) Anvind grafritande riknedosa (om du har en sadan!).

Kontrollera att resultatet blir detsamma!



17. Vad far man for resultat i uppgift 15 da
2) f@)=a®  b) @) =aPte o) flo)=ab-a?

18. Det finns tre olika grundtyper av grafer till tredjegradspolynom:

y:x?’ y:x?’—l—x y:xS—x

a) Rita graferna till de tre polynomen ovan. Diskutera vad som skiljer dem at?
b) Av vilken typ dr tredjegradspolynomen

p(z) = 2%+ 622 + 8,

q(z) = 2® — 622 + 122 — 8 och

r(x):x3—|—3x2—|—6x—|—4?

Det giller att fundera ut vilka mdjligheter som finns for att avgéra typen av
ett tredjegradspolynom. Fundera pa det!
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MAS503: Grafer till polynom och rationella funktioner.

19. I fig 1-3 nedan ser du tre olika huvudtyper av grafer till tredjegradspolynom.

20.

21.

22.

figl y=2°—2 fig2. y=2"+2 fig 3. y=2a3

[ fig 1 vixlar kurvan fran att vara vixande till att bli avtagande for att sedan ater bli
vixande. Lat oss se vad det innebir for derivatan. Om y = 2°—z sadr y' = 322 —1.
Derivatan y’ blir alltsa 0 for = = :I:%. Teckenstudium av derivatan y’ visar var y

ir vixande och avtagande:

@ —1/V3 1/v3
y =322 -1/ + 0 — 0 +
y=2-z | NN\, U S

Det som avgor vilken typ av tredjegradspolynom man har att géra med bestims
av antalet teckenvéxlingar hos derivatan. Gor sjdlv teckenstudium av derivatan till
polynomet i fig 2. Grafen i fig 3 utgér ett grinsfall mellan graferna i fig 1 och fig 2.
Hur ser teckenstudieschemat for derivatan ut i detta fall?

Gor teckenstudium av derivatan for p(z) = 2® — 62 + 92 — 5 si som i exemplet f6r
polynomet i fig 1 i foregdende uppgift. Markera pa samma sitt som ovan var p ir
vixande och avtagande. Rikna ut vilket vérde p(z) har i de punkter dér p’(z) = 0.
Tank ocksa efter vad som hénder med p(z) da 2 — oo och da z — —oo. Forsok
sedan gora en grov skiss av grafen y = p(x) enbart utifran det du gjort hittills. Kan
du sdga nagot om antalet rotter till ekvationen p(z) =07

Samma uppgift som ovan {or

a) p(z) = 2> —6224+92+1 b) p(z) = 2°-62>4+92-2 ¢) p(z) = 2°— 627 +92—4

Samma uppgift som ovan {or

a) p(z) =%+ 622+ 120 +9 b) p(z) = 2® — 32?2 + 4a



23.

24.

25.

26.

27.

Nu ska du fundera pa vilka mdjliga principiella utseenden grafen till ett fjardegrads-
polynom p(z) = x* + ax>® + ba? + cx + d kan ha.

Bérja med att tdnka efter vad som hidnder med p(z) da @ — 0o och da z — —c0.

Téank sedan efter hur derivatan p’(z) kan vixla tecken. Derivatan p'(z) &r ett tredje-
gradspolynom. Nir du gjort de foregaende uppgifterna bor du ha fatt en uppfattning
om vilka mojligheter som finns for ett tredjegradspolynom att vixla tecken. Resonera
utifran detta hur grafen y = p(z) kan se ut i olika fall.

Ge direfter exempel pa fjirdegradspolynom vars grafer ser ut som de huvudtyper
du kommit fram till.

Nu ska vi studera rationella funktioner, dvs polynom dividerat med polynom. Vi
bérjar med y = 1/x . Att gora en virdetabell &r bra, men det dr viktigare att kunna
gbra en grovskiss av grafen genom att bara studera funktionen och dess derivata.
For 1/z giller att vi maste ha 2 # 0 (man far aldrig ha 0 i en ndmnare!!).

Borja med att tinka efter hur 1/z uppfér sig da 2 — 0. Hir maste du skilja pa
tva fall: 2 >0 och 2 < 0.Da 2 >0 och ndrmar sig 0 (vi skriver 2 — 04 ) sa dr
det klart att 1/z dr positivt och blir stérre och stérre. Da « ligger mycket nira 0 dr
1/2 mycket stor. Vi skriver

1 .
5—>—|—oo da 2 — 0+

Féljande 14tt insedda fakta bor vara tillrdckligt for att goéra en grov skiss av kurvan
y=1/z fér @ >0:

1 .
o — — Joo da z — 0+.
z

1
o — 30da z = +o0.
z

1
e — avtar da z dkar (om z > 0).
x

e y=1"fr a=1.

Rita kurvan for & > 0. Gor sedan motsvarande undersdkning fér 2 < 0 och rita in
hur kurvan ser ut fér z < 0 i samma diagram.

) 1
Gor en grovskiss av kurvan — .
x

1 1
Gor en grovskiss av graferna a) y = — +2 y= m 4+ 1
Forsok gora en grovskiss av y = ﬁ Observera forst att 2 # 0 och z # 1
z(x —

(varfor?). Man kommer ganska langt i forstaelse av hur grafen maste se ut enbart
genom att tinka efter vad som hiander med y da # — 0—, 2 — 0+, # — 1— och
z— 1+ samt da z = +o0.

Starta med att forsoka skissa kurvan enbart utifran undersékningen ovan. Tycker du
att du behover ta reda pa nagot mer for att grovskissen ska bli korrekt? Ta reda pa
det i sa fall och komplettera eller ratta till grafen. Skulle du ha nytta av att derivera
och gora teckenstudium av derivatan?



28.

29.

30.

31.
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MAS503: Grafer till polynom och rationella funktioner.

1 20 -1
—_ ——— (kontrolleral!).
TP 1) (kontrolleral!)

Genom att studera tecknet av téljare och ndmnare i f(z) och f'(z) far vi fram
féljande teckenstudiumtabell

Om f(z) = (jamfor uppgift 27!) sa blir f/(z) =

x 0 % 1
f(z) |+ ejdef.  + 0 —  ejdef. -
fl@) | /1 4oo/—0c0 + N N\ —oo/+o0

Med beteckningen +o0o/— oo for f(z) under z = 0 menas att f(z) - +oo da
z — 0— och f(z) = —oo da @ — 0+ (se uppgift 27!). Om vi férutom uppgifterna
i teckenstudiumtabellen konstaterar att f(z) — 0 da 2 — —oo, att f(z) — 0 da
r — 400 samt att f(%) = —4, sa har vi tillrackligt med uppgifter for att gora en
korrekt skiss av grafen y = f(z) . Skissa grafen!

1

Gor en grovskiss av grafen till f(z) = PR v——
x? — 2z —

(Ledning: Faktorisera nimnaren forst!)

Skissa grafen till f(z) = ﬁ genom att gora teckenstudium av derivatan. Ta inte
med fler z-virden &n nédvindigt i teckenstudiumtabellen.

Nar man ska understka grafen till en rationell funktion sa ar det forstas intressant
att undersoka hur funktionen uppfor sig da x — £o0.

5x410
422 —-8x—24

stort sa dominerar termen 5z i tiljaren och termen 422 i nimnaren. Det betyder att

bade taljaren och ndmnaren blir mycket stora da « blir stort. Vi sdger att gransvirdet

av f(z) = % da x — oo dr av “typ 227. Av detta kan man emellertid inte

dra nagon slutsats om vilket gransvirde man far. Till exempel dr ju gransvirdena av
2 2 o o . . o
=, %, =5 och = da z — co alla av typ 2= medan gransvérdena blir (forklara

varfor!):

Lat oss som exempel underséka hur uppfor sig da @ — +oo. Om 2 blir

2 2
x 3z x x .
-——=1, —=3, ——=0 oh ——=o0c da z—o0.
x x x
Grinsvirdet av % da x — oo maste alltsa understkas niarmare. Ett bra

sdtt ar att bryta ut den dominerande termen i tiljare respektive nimnare:

br + 10 5+ 3) StY L0 da e
= = a r— 00
WP -Sr-2 T 2u-f -3 a(t- 3 -3

I uttrycket efter det sista likhetstecknet ar det klart att tiljaren ligger ndra 5 da z &r
ett stort positivt tal, eftersom 11,—0 da ligger nira 0. Pa samma sdtt maste parentesen
i ndmnaren ligga ndra 4 da z &ar stort. Namnaren &r alltsa ett stort tal (z) ganger



32.

33.

34.

35.

36.

ett tal som ligger ndra 4, sd& ndmnaren dr mycket stor da = dr stor. Ett tal som
ligger ndra 5 dividerat med ett mycket stort tal maste ligga ndra 0. Vi kan d&rfor
dra slutsatsen att grinsvirdet maste vara 0.
Lat oss se pa ytterligare ett exempel:

4 — 2? 22 (% — 1) -1 ~1 1

WA TS 2(+2+E) 3+4Z+% 33

Undersok pa liknande sétt vad nedanstaende gransvirden blir

222 4+ 32 — 1 Ry |

da b da
a) T — 224+ 5241 a0 )2x4—3x3+x—|—4 a0
20 —br 47 . 1—a2®
C)%dax%oo d)xz—_l_xldax%oo
5 3 5 3
20t + 22 — Tx 203 4+ 22 — Tx

Om en kurva y = f(2) ndrmar sig en rit linje obegrinsat da man f6ljer kurvan langt
bort fran origo, sa sdger man att linjen &r en asymptot till kurvan. En asymptot kan
vara lodrdit (dvs parallell med y-axeln), vagrdt (dvs parallell med z-axeln) eller sned.
Tex & 2 = 0 (dvs y-axeln) en lodrdt asymptot till och y = 0 (dvs z-axeln) en
vagriat asymptot till y = .

Lodriata asymptoter till en rationell funktion finner man genom att se efter var
ndmnaren blir 0. T ex &r x = 3 en lodrdt asymptot till y = ;= eftersom =~ —

2rx—6
oo da # — 3+ (och 5% — —oo da 2 — 3—).

Vagriata asymptoter finner man genom att understbka om den rationella funktionen
har ett dndligt griansvirde da x — foo. T ex giller = — % da 2 — oo. Alltsa
ar y = % en vagrit asymptot till y = da z — co. (Pa samma sitt ar y =

—>%d5ix—>—oo

z
2z—6

da z = —oo eftersom

z
2z—6

z
2z—6

1
2
en vagrit asymptot till y = )

5 1 ett zy-diagram.

Rita linjerna 2z =3 och y = % samt grafen y = o=

Finn eventuella lodridta och vagrita asymptoter till foljande rationella funktioner.
Rita i varje uppgift grafen till den rationella funktionen tillsammans med asympto-
terna.

1 x 1 x?

a) y= b)y:x—l—l C)y:m

Fo6rsok finna en rationell funktion som har lodrita asymptoter x = 0 och 2 = 3
samt en vagrat asymptot y = 2.

Fo6rsok finna en rationell funktion som har lodrita asymptoter x = 0 och 2 = 3
samt en sned asymptot y =2 — 1.

2

z+1

Skissa grafen till den rationella funktionen y = . Anvind teckenstudium av

derivatan. Vilka asymptoter har funktionen?

/ I I
Regeln fér hur en kvot deriveras: (5) il 9g_2f9
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MAS503: Grafer till polynom och rationella funktioner.

32. Tre mobiltelefonabonnemang ska jimféras. Fér abonnemangen har féljande prislistor
(gdller samtal inom Sverige) hdmtats fran nitet:

Mobiltel
Intrade: 250:-

Manadsavgift: 95:-
Samtalsavgifter: 6:-/min kl 9-17 vardagar, 2:-/minut évriga tider.

Mobiltel Bonus
Intrade: 250:-

Manadsavgift: 145:-
Samtalsavgifter: 5:50/min kl 9-17 vardagar, 1:-/minut évriga tider.

Mobiltel Volym
Intrade: 250:-
Manadsavgift: 162:50
Samtalsavgifter: 3:63/min kl 9-17 vardagar, 2:50/minut 6vriga tider.

Vilket abonnemang ska man vélja fér att minimera sina kostnader?

33. For vilka varden pa x giller foljande olikheter?

a) 3t —2<z+1 b) —z+7< 2241 ¢) de —(1—2)> 3z

34. For vilka varden pa x giller foljande olikheter?

a) (z—1)(z—3) <0 b) (243)(z+4) >0 ¢) z(z—1)(z—2)(xz—3)%(x—4) > 0

¥z —1)(z - 3) x—1
d < —1)(z — f
) =2 1) <0 e) (x—1)(z—-3)<8 )x—l—l 3
35. For vilka varden pa x giller foljande olikheter?
2 —
a) 2e2—3z+1>0 b) 22 < x+6 c) x> 2z +8 d)%go
x
36. For vilka varden pa x giller foljande olikheter?
2 2 1 2¢ — 1 -1 20 — 1 -1
a) SSPYRE O cin s  TS c it g 2=l oz
z+1 z+1 z+1 z+1 z+1 20 + 1
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Trigonometri och geometri

Vi har med forfattarnas tillstand kopierat ett avsnitt ur boken Dunkels A, Klefsjo, B Naslund R & Nilsson I, Mot
bittre vetande i matematik, Studentlitteratur, 1997. Lé&s utdraget parallellt med att Du arbetar med foljande.
Uppgifterna 401 och framat hamtas ur utdraget.

Enhetscirkeln

Den enklaste trigonometrin utgér ifrdn rétvinkliga trianglar. Enhetscirkeln &r grunden for all fortsatt
trigonometri, bland annat alla tillimpningar i vagrorelseldran och mekaniken. Dérfor ar det viktigt att forsta hur
enhetscirkeln anvénds.

Grader och radianer

Sambandet mellan grader och radianer kan formuleras pa olika sétt. De tvd formlerna

180° = zrad 360° =2z rad

ar de grundlaggande sambanden som utgér fran ett halvt respektive ett helt varv. Lar Dig en av dessa sé att Du
sakert kommer ihdg den. Utifrén den kan Du hirleda sambanden
1°=—= rad ~ 0,0174 rad
180

180°
T

1rad =

~ 57, 3°

42. Rita en stor och tydlig enhetscirkel med passare. Gor skalor pa axlarna. Anvéind enhetscirkeln for
att illustrera vridningarna i uppgifterna 401 och 402 och i uppgifterna nedan.

43. Illustrera foljande vinklar/vridningar i enhetscirkeln. Alla r givna i radianer. Oversitt vid behov

till grader.

0.257, 1257, &, 3%
b 72-7 9 72-7 4’ 3’

44, Tllustrera foljande vinklar i enhetscirkeln. Alla ir givna i grader. Oversiitt alla till radianer.

-3z, 2, =5

30°, 220°, —135°, 450°, 165°, 57° (udda uppgift!)

45. Diskutera i en grupp eller tva och tva. Varfor anvinder man vridningar som ar storre dn ett helt
varv? Varfor anvander man negativa vridningar?

Cosinus och sinus

De tva trigonometriska funktionerna cosinus och sinus definieras utgéende fran enhetscirkeln. Se utdraget. Den
definitionen fungerar for alla vinklar.
For spetsiga vinklar finns en helt annan definition som bygger pa réitvinkliga trianglar.
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nérliggande katet
Cos Y =——2—m—— =
hypotenusa
. motstaende katet
siny=— =

hypotenusa

Skriv in beteckningar pé sidorna och en spetsig vinkel i figuren ovan och fyll i formlerna.

46. For spetsiga vinklar finns det alltsé tva definitioner av cosinus och sinus. Motivera noga varfor de
tva definitionerna ger samma resultat for dessa vinklar.

Det finns tva viktiga trianglar som Du bor kénna till, den halva kvadraten och den halva liksidiga triangeln. Lér
Dig hur Du kan ta fram lingden av sidorna i dessa trianglar. Utifrdn dem kan Du sedan bestdmma vérdet av
cosinus och sinus for vinklarna 30°, 45°, 60°. Se sidan 67, 68 och 69 i utdraget.

47. lllustrera vridnigarna i uppgift 403 i enhetscirkeln och 16s uppgiften.

48. Beridkna virdet av cosinus och sinus for f6ljande vinklar. Anvind enhetscirkeln.

2 ZIE 1350 —60°, 180°
3 2 4 b 6 b b b

Periodiciteten

Eftersom en vridning ett helt varv &terfor en viss punkt pa enhetscirkeln till sitt ursprungliga lige, s& kommer
cosinus- och sinus-funktionerna att upprepa sig periodiskt. Se sidan 67. Det kan man anvinda ndr man
bestdmmer virdet av funktionerna for en viss vinkel.

49. Bestam cosinus och sinus for vinklarna
450°, 945°, —390°

50. Ga igenom nagra av vinklarna i uppgift fr o m 404 t o m 407, tills Du kénner Dig séker pa
berdkningen av cosinus och sinus for vridningar mer 4n ett helt varv.

Trigonometriska samband

Enhetscirkeln &r ett ovérderligt hjélpmedel for att hitta trigonometriska samband. Sédana finns det gott om och
det dr ingen id¢ att forsoka léra sig alla utantill. Det &r ocksa tidsddande att behdva sl& upp och leta fram dem.
Det ar mycket béttre att ldra sig anvidnda enhetscirkeln. Se sidan 69, 70 och 71 i utdraget.

Metoden ér foljande. For varje vinkel hittar man en jimforelsevinkel i forsta kvadranten. Man jamfor tecknen
for koordinaterna for de tva punkterna pa enhetscirkelns rand. Pa sé sitt far man fram sambanden.

Vilj en vinkel i fjarde kvadranten. Spegla den i x-axeln och Du fér fram jamforelsevinkeln. Gors i
utdraget pa sidan 69. Kontrollera formlerna i rutan.

Vilj en vinkel i tredje kvadranten. Spegla den i origo eller vrid tillbaka ett halvt varv s& fir Du
jamforelsevinkeln. Gors i utdraget sidan 71. Kontrollera formlerna i rutan.

Vilj en vinkel i andra kvadranten. Spegla vinkeln i y-axeln. Konstruera tillhdrande formler.

(Uppg 51)

51. Ta fram formler for supplementvinklarna v och 7 —v med denna metod.

Den allra mest kinda trigonometriska formeln 4r den s k trigonometriska ettan. Den géller for alla vinklar, inte
bara for spetsiga. Den hianger ihop med Pythagoras sats.

52. Kontrollera att den trigonometriska ettan verkligen giller for nagra vinklar utanfor forsta
kvadranten. Vilj t ex vinklarna i uppgift 48.

53. Vad sédger Pythagoras sats? Vailj en spetsig vinkel v och visa att Pythagoras sats kan anvidndas for
att fa fram (=hérleda, bevisa) den trigonometriska ettan.

54. Los uppgift 413.
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Lektionen fredag 28/1 bedrivs utan ldrarhandledning med sjdlvstudier. Arbeta igenom materialet nedan och
lamna in l6sningar till uppgifterna fredag 4/2. Det finns hénvisningar till utdraget ur Mot bdttre vetande i
matematik som delats ut tidigare.

Trigonometriska ekvationer

Trianglar

I ménga tillimpade problem som har att géra med bestimning av avstand och vinklar behdver man anvinda
metoder for att bestimma en okénd sida eller vinkel i en triangel. Standardmetoderna bygger pa tva viktiga
satser, sinussatsen och cosinussatsen

Sidorna i en triangeln kallas a, b och ¢ och motstédende vinklar A, B och C.

Sinussatsen

a b c

sin4d sinB sinC

Cosinussatsen
2 2 2
a " =b" +c¢" —2bccosA

e Om alla tre sidorna 4r givna kan man anvénda cosinussatsen for att bestimma var och en av vinklarna i
tur och ordning. (Den tredje vinkeln berdknas enklast med hjilp av triangelns vinkelsummal)

e Om alla tre vinklarna och en sida dr givna far man fram 6vriga tva sidor med sinussatsen. (Det racker
med tva givna vinklar. Den tredje bestdms da ur vinkelsumman.)

e  Om tva sidor och mellanliggande vinkel 4r givna anvénder man cosinussatsen for att bestimma den
tredje sidan och kan sedan fortsitta med de 6vriga vinklarna enligt ovan.

e Om tva sidor och en vinkel som inte ligger mellan dessa tva ar givna anvénder man sinussatsen for att
bestdmma en av de okdnda vinklarna. I detta fall finns det i oftast fvd mgjliga trianglar.

55. Gor fyra egna exempel pa trianglar med givna sidor/vinklar enligt fallen ovan och berdkna &vriga
sidor/vinklar med hjdlp av satserna. Kontrollera med hjélp av sa skalenliga figurer som mgjligt att svaret
ar rimligt.

56. Analysera det sista fallet — tva sidor dr givna tillsammans med en vinkel som inte ligger mellan de givna
sidorna. Vilken typ av ekvation far man for en av de okdnda vinkelarna? Hur kommer det sig att den kan
ha tvéa 16sningar? Finns det nagot fall da den bara har en 16sning? Finns det nagot fall da den inte har
nagon 16sning?

57. Om tre sidor &r givna kan man ibland fa fram ett virde pa cosinus for en av vinklarna som &r negativt.
Vinkeln blir da trubbig. (Kontrollera med enhetscirkeln.) Vilket villkor maste sidorna uppfylla for att det
ska bli ett negativt cosinusvédrde for en vinkel och dédrmed en trubbvinklig triangel?

58. Vid maétning med hjélp av triangulering har man maétt upp en referensstricka AB till 250 m. Utifran
punkterna A och B har man matt syftvinklarna till tvd andra punkter P och Q och fatt fram att
a=17,2° =39,7°%y =32,4° och 6=76,1°. Bestdm avstandet PQ.
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Periodiska losningar

Nér man sysslar med trianglar vet man att vinklarna ligger mellan 0 och 7z rad (0° och 180°). Nar man sysslar
med tillimpningar som t ex rotationsrorelser eller pendelrorelser, sé blir alla 16sningar intressanta, dven de som
svarar mot vridningar storre dn ett varv eller negativa vridningar. Darfor vill man i dessa fall finna alla 16sningar.

59. Los uppgifterna 414 och 415 i utdraget. Observera att dessa uppgifter kan losas utan hjilp av
minirdknaren.

[ uppgiften 59 blir perioden 360° eller 2z . Men om det finns en koefficient framfor x blir perioden en annan.

60. Undersok virdet av sin3#for vinklarna ¢=20°, 140° och 260°. (Anvdnd ndrmevirden fran
minirdknaren.) Rita en enhetscirkel och pricka in motsvarande punkter pa enhetscirkeln. Sammanbind
punkterna och beskriv vilken figur man féar. Vilken ar vridningen frén en av vinklarna till en annan?

61. Gor om uppgiften 60 for vinklarna ¢ = 40°, 160° och 280°.

[ uppgifterna 60 och 61 finns alla 16sningar till ekvationen
3
in3t=——
sin 5

som ligger i forsta varvet, dvs mellan 0° och 360° . For att fA med samtliga 16sningar méste man ocksa légga till
ett helt antal hela varv, dvs addera n-360°, diar » kan vara vilket heltal som helst, till var och en de sex
vinklarna. Men perioden ér i sjdlva verket 120°, enligt uppgifterna 60 och 61. Dérfor kan man sammanfatta alla
l6sningar i uttrycken

t=20°+n-120°, t =40°+ n-120°.

62. Kontrollera att formeln ovan ger alla vinklarna i uppgifterna 60 och 61, och alla vridningar som man far
frén dessa genom att ligga till hela varv.

En direkt 16sningsmetod ar f6ljande

5

sin3f =—

3t =60°+n-360° eller 3t = (180° —60°)+ n -360°, dér n dr ett heltal
t =20°+n-120° eller  =40° + n-120°

I andra steget har hela hogerledet dividerats med 3, och pa sé sitt uppkommer perioden 120° .

63. Los ekvationerna

1
a) cos2x =—f4 b) cosdt=0
) W5 )
¢) sint =05 d) sin5x =-1

e) cos 3t = cos45° f) sin50x=0,2

Anvind exakta viarden om det dr mdjligt. Uttryck 1 grader eller radianer. Pricka in 16sningarna pa
enhetscirkeln.

64. Los ekvationerna och pricka in 1dsningarna pa enhetscirkeln.

Ve

a) sin(2x —50°) :7

kY1 4
b) cos(3x + —)=cos—
) cos( 2 ) 3
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Trigonometriska samband, fortsittning
Summaformler
Det finns méanga trigonometriska formler som man har nytta av niar man ska forenkla trigonometriska uttryck. De
kan man behdva utnyttja d& man arbetar med tillimpade problem, eller studerar egenskaper hos sammansatta
trigonometriska funktioner.

Vi har tidigare behandlat formler som har med periodiciteten och med symmetrier i enhetscirkeln att géra. En
annan viktig grupp dr summaformlerna och formler for dubbla och halva vinkeln:

Summaformlerna Formler for dubbla vinkeln
cos(u — v) =cosucos v +sinusin v 2v=cos?v—sin?v=2cos?v—1=1=2sin?
cos2v=cos“v—sin“v=2cos“v—1= sin” v
cos(u + v) = cosucos v —sinusin v sin2v = 2sinvcos v

sin(u + v) = sinu cosv + cosusin v

. . . Formler for halva vinkeln
sin(u — v) = sinu cosy — cosusin v

2y _Cosv+l

: 2
2y _1—cosvy
: 2

Cos

sin

Det finns samband mellan dessa formler. De hidnger ocksa ihop med formler vi tidigare behandlat. Det &r bra att
kunna alla formlerna utantill. Det dr dnnu viktigare att kdnna till hur man kan hérleda dem ur varandra. Kan man
det sa behdver man bara ldra sig de allra viktigaste helt sakert utantill!

65. Harled de tre sista summaformlerna ur den forsta. Du maste utnyttja ett par av de formler som vi tidigare
behandlat.

66. Hirled formlerna for dubbla och halva vinkeln ur summaformlerna. Aven hidr maste Du anvinda en
annan bekant formel.

Ett knep som kan vara bra att kénna till 4r foljande: Antag att Du minns strukturen pd en av formlerna (dvs i
stora drag hur den ser ut) men inte ar séker pa vilket tecken som géller, eller om det var sinus eller cosinus pa ett
visst stélle. Da kan Du kontrollera formeln rétt enkelt genom att sétta in virden pé vinklarna # och v. Du kan
vilja t ex bland virdena 0°,30°45°,60°,90° eller 180°. For de vinklarna vet Du ju vérdena for sinus och
cosinus. Genom detta kan Du se om formeln stimmer.

67. Antag att Du har glomt om det stér plus eller minus i hoger led i formlerna for sinus respektive cosinus
for halva vinklen. Foresla nagot 1ampligt véirde pa vinkeln med vars hjilp Du kan prova vilket tecken som
géller for den ena och andra formeln. Vilj gdrna sa enkelt virde som mgjligt!

I foljande undersokande uppgift far Du tillimpa bland annat vissa formler ovan.

68. I en triangel &r en vinkel dubbelt sa stor som en annan. Kalla de vinklarna v och 2v. Den mellanliggande
sidan dr 5 cm. Man vill undersdka arean av triangeln nér vinkeln v varierar. Arean av triangeln kallas
A(v). Skissera till att borja med ett par trianglar som uppfyller kraven. Undersok sedan f6ljande fragor.

a) Mellan vilka védrden kan v variera?
b) Visa att
25  sin2vy
AV)=—T"T"—"7"
2 2cos2v+1
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¢) Undersok med minirdknare hur arean varierar da vinkeln v varierar. Plotta grafen pd papper utifran
minirdknarens graf..
d) Undersok i vilka intervall arean véxer/avtar med olika metoder enligt punkterna 1, 2 och 3.
1. Med hjélp av minirdknaren.
2. Med hjélp av derivatan.
3. Med hjdlp av ndgon annan metod som Du kan komma pa.
) Hur stor kan arean bli? Motivera svaret pa tre olika sétt enligt punkterna 1, 2 och 3.
1. Med hjélp av minirdknaren och funktionen A(v).
2. Direkt utifrén en analys av uttrycket for funktionen A(v) .
3. Geometriskt utifran triangeln.

sin x

69. (Extra uppgift.) Studera tangensfunktionen, f(x)=tan(x)= och dess graf.

coSX
a) For vilka virden pé x dr funktionen definierad?

b) Vilka nollstéllen har funktionen?

¢) Vilken periodicitet har funktionen?

d) Hérled funktionens derivata.

e) I vilka intervall dr funktionen véixande? Anvénd derivatans tecken for att avgora detta.

f) Skissera grafen med hjélp av minirdknaren och uppgifterna Du fatt fram ovan. Skissera den pa ett
intervall som dr minst tre perioder langt.
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Logaritmer — varfor det da?

Tva sitt att beskriva ett positivt tal — som “vanligt” och med hjélp av logaritmen. I tabellen sammanfattar vi
skillnaden nér man ska operera med talen.

TALET motsvarar LOGARITMEN
a (a>0) AN lga
Multiplikation motsvarar Addition
ab PN lg a+ lg b
Division motsvarar Subtraktion
a AN lga-lgb
b
Upphoja till en potens motsvarar Multiplikation
at o clga
Neutralt element vid motsvarar Neutralt element vid
multiplikation addition
1 > 0

Historiskt sett sa betydde uppfinningen av logaritmerna lika mycket som konstruktionen av de forsta datorerna i
mitten av 1900-talet. De forsta logaritmtabellerna publicerades i borjan av 1600-talet. Bada uppfinningarna
Okade dramatiskt mojligheterna att genomfora stora berdkningar. Berdkningstiden med logaritmer minskade
eftersom addition av tva tal gar s4 mycket snabbare att genomfora dn multiplikation. Ddrmed kunde man 16sa
problem som tidigare varit omdjliga att ge sig pd. P4 1600-talet gillde det framforallt astronomiska berdkningar
till nytta for sjofarten och for forstielsen av solsystemets mekanik. P4 1900-talet handlade det t ex om
vaderprognoser.
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Matematik éver grinserna

Logaritmer

65. Finn ett tal sadant att 10 upphdjt till talet blir 100 000.

66. Finn ett tal y sadant att 10Y blir a) 0.1 b) 5 «¢) 50 d) -1 e) 0.

(Du kan behdva anvinda minirdknaren!)
67. Jamfor dina svar i uppgift 65 och 66 a)-c) med 1g 100000, 1g0.1, lg5 och lg50.

Definition: lg a ir det tal som 10 ska upphdjas till for att resultatet ska bli «.

I formelsprak kan definitionen skrivas:

68. Varfor kan inte lg a definieras for a <07

69. Vad blir a) lg(10%)  b) Ig(10'%) d) 1g0.01  d) Ig(lg 10000000 000)?

Av definitionen foljer att lg(lob) =b| (JAmfor med uppgift 69.)

70. Skissa kurvan y = lga . Ange speciellt eventuella skidrningspunkter med axlarna.
Vilken definitionsméangd och virdeméngd har lg-funktionen?

71. Anvdnd minirdknaren for att berdkna a) lg3  b) Ilg7 «¢) 1g(3-7)

d) 1g(§) e) 15(37) 1) 1g(3%) g) 1g(€/§).

Lagarna for potensrdkning kan 6versittas till lagar f6r logaritmer.

Exempel: Eftersom 10°7Y = 10” - 10Y sa giller:

101ga—|—lgb — 101ga . 101gb =qa- b — 101g(ab)

varav vi kan dra slutsatsen att lga+1gb=Iga-b for a,b>0 (tink noga efter vad varje
likhet och slutsatsen beror pal).

).

1 1
72. Visa att lg(g) = —lgb for b>0 (du har nytta av att veta att 107° = 1o

a

73. Visa att lga—lgbzlg(b) for a,b>0.

74. Visa att lg (a°) = clga for a>0  (anvind potenslagen 1077 = (10%)7).



Sammanfattning av logaritmlagarna:

lg(a-b)=Iga+lgb lg(a®) =c-lga

De tva ovanstiaende logaritmlagarna dr viktiga kunna utantill. Nedanstaende lagar kan
hdrledas ur dessa tva:

1
lg1=0 | lg(g):—lgb, lg(%):lga—lgb

75. Hérled de tre sistndmnda lagarna ur de de tva féregaende.

76. Los ekvationerna a) 8 =5 b) 0.1" = 3.

77. Los ekvationen 10712 — 15 =10.
Nedanstaende tre ekvationen leder alla till att 16sa en andragradsekvation. I en av upp-
gifterna kommer du att fa fram en falsk rot, dvs ett z-virde som inte satisfierar den i

uppgiften givna ekvationen. Los ekvationerna. I vilken av uppgifterna far du fram en rot
som maste forkastas? Forklara ocksa varfor roten maste forkastas.

78. Los ekvationen (lgz)® —lgz —2=0. (Ledning: Sitt lgz =t.)
79. Los ekvationen lg(z — 1) 4+ lg(z + 1) = 31g2 4+ 1g(z — 2).

80. Los ekvationen lg(8 — z) 4+ lg(l —2) —1g(2 —2) =lgh +21gd4 — 31g2.



Institutionen for matematik

LULEA Gerd Brandell
TEKNISKA 29 mars 2000
UNIVERSITET

Matematik 6ver granserna
Uppgifter for kursen MA 503

Logaritmer, olika baser
Det gér att anvénda olika baser ndr man beskriver ett tal med hjélp av en logaritm. Varje positivt tal har manga
olika logaritmer och man maste ange vilken bas man anvéinder for att veta vilken logaritm det handlar om.

Har tar vi bara upp en annan bas vid sidan av basen 10, nimligen den naturliga logaritmen som har basen
e. I tidigare kurser finns ocksa 2-logaritmen behandlad.

Definition: Den naturliga logaritmen, In a, ar det tal som basen e ska upphdjas till for att resultatet ska bli a .

I formelsprék kan definitionen skrivas:

Ina
e =a

Liksom tidigare &r logaritmen bara definierad for positiva tal a .
81. Varfor dr de tre baserna 10, 2 och e speciellt intressanta?

82. Hur ser logaritmlagarna ut for den naturliga logaritmen? Skriv upp alla lagar som motsvarar de inramade
lagarna for 10-logaritmen pa forra bladet om logaritmer.

Omvandling mellan baser gér man genom att anvinda definitionen och en av logaritmlagarna. Definitionen ger
a= 101ga _ elna

Man sitter 10-logaritmerna for talen lika och far da

lga=lg(e™)=Ina-lge

vilket kan skrivas

Inag==—".
lge
P& motsvarande sitt far man fram

a Ina
“Inlo’

lga

Du behover inte ldra Dig formlerna utantill. Det ar béttre att komma ihdg hur man hérleder dem. Med
niarmevérden far man foljande samband.

| lga lga 53031 1 Ina Ina
ng=—nr——x2. a = R
T lge T 04343 g £9% n10 Y2303

~ 0.43431na

83. Foljande tal dr ndrmevérden till logaritmer for atta olika tal i baserna 10 respektive e. Para ihop de
logaritmer som hor till samma tal. Férsok 16sa uppgiften utan minirédknare och anvind minirdknaren for
kontroll.

3.97,0.43, -6,0,-0.69, 6, 1.25, 1, -0,30, 1.72, 13.81, 2.30, 0.54, 0, -13.81, 1

84. Skissera graferna till de tva logaritmfunktionerna i samma diagram. Var noga med att ange
definitionsmangden.
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85. Los ekvationerna
a) Inx+Inx* +Inx’ +Inx* +Inx’ =

5
1
b) Inx+Inx* +Inx’ +Inx* +Inx’ :g

c) 1gy+1gy2 +lgy3+lgy4 +1gy5 =-5
1
d) lgy +lgy” +lgy’ +1gy* +lgy’ = -

86. Los ekvationen
In(x> = 6)—In(l —x)= In2

87. a) For vilka varden pé x géller likheten

(47

x-1
b) Skissera de tva kurvorna y =2>""" och y = (—j .

c) For vilka x géller olikheten

22x+1 Z(l\J ! ?
2

Logaritmer, tilliimpningar
Logaritmerna som riknehjidlpmedel &r idag ersatta av minirdknare. Men det finns manga viktiga tillimpningar
av logaritmer vid studiet av exponentiell forandring. Darfor behdver man kunna hantera exponentiella uttryck
och rdkna med logaritmer.

Exponentiellt vixande och avtagande &r vanligt i manga forlopp och processer inom sa skilda omraden som
fysik, ekonomi och biologi. Négra exempel &ar kapitaltillvixt vid réntepaldgg, radioaktivt sonderfall,
temperaturfordndring vid avsvalning och populationstillvixt inom biologin.

88. Halveringstiden for radium-226 &r 1590 ar.

a) Ett prov pa radium-226 viager 100 mg. Bestim en formel som anger den mingd radium-226 som
aterstér efter ¢ ar.

b) Bestdm den éterstdende méngden radium-226 efter 1000 ar pa 0.5 mg nér.

c) Efter hur lang tid har mangden reducerats till 30 mg?

89. En bakteriekultur véxer s att populationen fordubblas pa en halvtimme. Om kulturen startar med 1000
bakterier i ett prov, hur manga bakterier finns i motsvarande prov efter 2 timmar? Nir kommer
populationen i ett motsvarande prov att ha vuxit till 50 000?

Newtons avsvalningslag sdger att avsvalningshastigheten hos ett objekt &r proportionell mot

temperaturskillnaden mellan objektet och omgivningen. Temperaturen 7 vid tiden ¢ hos objektet foljer enligt
Newtons lag utvecklingen

T=Ty+(T, - T)e™

dér 7, ar omgivningens temperatur och 7, ar begynnelsetemperaturen hos objektet, dvs temperaturen vid tiden
t=0. Konstanten £ ar ett positivt tal som beror pa objektets storlek, form och virmeledningsegenskaper men som
ar konstant i en viss given situation. Avsvalningslagen géller om inte temperaturskillnaden &r alltfor stor.

90. Kaffe hills upp i en kopp. Kaffet svalnar fran 85° till 75° p& 6 minuter i ett rum med temperatur 22°.
Vilken &r temperaturen efter ytterligare 6 minuter? Vilken &r temperaturen 15 minuter efter att kaffet

hallts upp? Nér kommer temperaturen att ha sjunkit till 50° ? Hur lang tid tar det tills temperaturen sjunkit
till 22° 7
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96. Har kurvan y =Inaz nagon a) lodrit asymptot? b) vagridt asymptot?

Motivera dina svar! Ange asymptoten/asymptoterna da svaret dr ja.

Inversa funktioner

Definition: Man sdger att tva punkter P och @ dr varandras spegelbilder i linjen I om
strackan PQ &ar vinkelrdt mot mot linjen och delas mitt itu av den (se fig 1).

Figur 1: Spegling i en linje.

97. Undersdkning av spegling i linjen y = « .
a) Vilken punkt dr spegelbilden till punkten (1,4)?
b) Vilken punkt &r spegelbilden till punkten (a,b)?
Man sédger att funktionerna f(z) = e” och g(z) =Ina 4r varandras inverser eftersom

b=¢" om och endast om a=1Inb.

98. Skissa graferna till funktionerna y = €® och y =In 2 i samma diagram. Visa att de
tva graferna dr varandras spegelbilder i linjen y = .

(Anm. Detta giller generellt for alla par av inversa funktioner)

99. Funktionerna y = 2? och y = /x #r varandras inverser. Skissa bada funktionsgra-

ferna i samma diagram.



Ekvationer, falska och borttappade roétter

100. Ekvationen In(z* —6) —In(1 —z) =In2 (se uppgift 86) har bara en rot. Vid 16s-
ningen av ekvationen dyker det upp en rot som forkastas. Ga igenom din 16sning och
analysera i vilket steg den falska roten dyker upp. Vad ar forklaringen till att man
inte kan “ga bakat” i kedjan av omskrivningar?

101. Los ekvationen /2 + 2 = 2. Analysera pa samma sitt som i féregdende uppgift om
du far nagon falsk rot.

102. Samma uppgift f6r ekvationerna a) /12 —z +2=1 b) Ve —-1=vVe-9.
103. Finn felet i foljande “bevis” fér att 1 = 2.
Lat @ och b vara tva tal som uppfyller a = 2b. Da giller
20 —a =4b— 2b
20 —a =4b— 2a
2b—a=2(2b-a)
2b—a  2(2b—a)

2W—a  2b—a
1=2

104. Var ligger felet i féljande ekvationslésning:

2(x +3)? =5(z + 3)
2(x+3) =5
r=—-—— 7
2
Hur ser en korrekt 16sning ut?

Minnesregel: Undvik division av bada leden i en ekvation med en faktor som kan vara
noll for att inte tappa bort rétter. Skriv i stillet om ekvationen sa att hégerledet blir noll
och faktorisera vinsterledet.

Exempel: 1522 = 162 ; 1522 — 162 =0 ; z(152—16)=0.

En produkt dr noll om och endast om nagon av faktorerna #r noll. Ekvationen har d&rfor

rotterna ;1 =0 och 2, = %.

105. Los ekvationerna a) 3(z —2)2 =2 -2 b) 2®+2?-200=0
¢) Az —T)2z+1)(z—-9)=0.

Kurvritning

106. Rita kurvan y = e” for —2 < 2 < 2 i ett diagram. Lat en enhet pa z-axeln motsvara
4 cm och en enhet pa y-axeln 2 cm. Anvind minirdknare for att gbra en virdetabell
som underlag (spara virdetabellen f6r senare bruk!). Rita dérefter kurvan y = e
i samma diagram utan att anvinda minirdknaren. Anvind endast den redan ritade
kurvan y = e~ som hjalp. Kontrollera ditt resultat med minirdknaren.



107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

Rita utan att anvinda minirdknare, men med hjilp av kurvorna som du gjorde i
foregaende uppgift, kurvan y = %(el’ + €77) Anvidnd samma skalor pa axlarna som
i férra uppgiften. Kontrollera med en grafritande minirdknare.

Rita utan att anvinda minirdknare kurvan y = e$-|-25—$ i samma diagram som du

gjorde i foregaende uppgift. Jaimfor med vad minirdknaren ger.

Derivera funktionen y = ze™ och gor teckenstudium av derivatan. Skissa grafen

med hjilp av teckenstudiumtabellen. Ange speciellt eventuella extrempunkter och
asymptoter.

Samma uppgift for y=z4+1—-1Inz.

Samma uppgift for y = —2? + 2z 4+ 12Inz.

xr

r—1"

Samma uppgift for y =

I figur 2 ser du grafen f6r en funktion y = f(z) Rita graferna y = kf(z) for
k=0,1,—-1,2 — 2 och —% i ett diagram. Anvind stor skala (2 cm/enhet pa bada
axlarna).

Figur 2: y = f(x)

Rita kurvan y = ” for —2 < 2 < 2 i ett diagram. Lat en enhet pa z-axeln motsvara
4 ¢cm och en enhet pa y-axeln 1 cm (anvidnd virdetabellen fran uppgift 106). Skissa
sedan i samma digram, utan hjilp av minirdknare, kurvorna y = 2e%, y = L%,

2
y=—e", y:—%el’ och y = —2e".

Satt f(z) = e”. Skissa kurvan y = f(z). Skissa sedan i samma digram kurvorna
y=f(=2), y=f(2)+2, y=fla+1) och y = f(z —1).

Anm. Kurvan y = f(z+1) kan dels erhallas genom att gora en forskjutning av kur-
van y = f(z) parallellt med z-axeln. Man kan ocksa se att f(z+1) = et = e-e® =
e f(x). Verkar detta stimma med den graf du ritat? Ett liknande betraktelsesdtt
kan anldggas pa kurvan y = f(z —1).
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Med en fjarrstyrd leksak kan man skjuta pil. Det gér att styra bade pilens utskjutningsvinkel och dess riktning.

En matematisk modell for pilens rorelse kan man beskriva pa foljande sitt. Ett koordinatsystem placeras sa
att utskjutningspunkten befinner sig i origo. Axlarna bestdms sé att y-axeln &r vertikal och x-axeln horisontell.
Pilens rorelseplan definierar xy-planet. For att forenkla modellen antar vi att pilen skjuts ivdg frdn markplanet
och att vi kan forsumma luftmotstindet. Pilens rorelse bestdms av gravitationskraften och kan i modellen
beskrivas enligt de kidnda ekvationerna for kastparabeln.

Tiden efter det att pilen skjuts ivédg kallas ¢ och méts i sekunder. Bdda koordinaterna méts i meter. Pilens bana
bestims av utgangsvinkeln « och av utgéngsfarten v (m/s). Vinkeln méts mot horisontalplanet. Pilen befinner

sig vid tiden ¢ i punkten (x(2),y(t)) och koordinaterna ges av

x(t) = (vy cosa )t
2
WD) = (v, sina)t—g%

dér g ar tyngdaccelerationen, métti m/s”.
Utgéangsfarten dr i detta exempel given. Om vérdet pa v, sitts in och ¢ elimineras ur ekvationerna visar det
sig att man far sambandet

2

y=xtano —
22cos

Pilen ror sig alltsé langs denna kurva.

Fragor

Hur l&ngt och hur hogt kan pilen nd? For att undersoka de frdgorna ska gruppen genomfora en undersékning
enligt punkterna 1 — 5.

1. a) Skissera pilens bana for tre olika viarden pa vinkeln som alla ligger mellan 0° och 90°. Bestim hogsta
hdjden och banans ldngd for dessa tre vérden.

b) Vilken &r den absolut hogsta hdjd som pilen kan nd om man varierar utgangsvinkeln? Motivera svaret
pa ett 6vertygande sitt.

2. Om pilen inte m&ter nagot hinder i sin bana, sa nar den marken pé olika avstidnd fran utskjutningspunkten
beroende pa vinkeln o . Hur langt kan pilen léngst nd och for vilken vinkel uppnés detta maximum?
Motivera svaret dvertygande.

3. Antag nu att det finns en vertikal vigg framfor pilen. Den befinner sig 1 m fran utskjutningspunkten.

a) Undersok for tre olika vérden pa vinkeln vilken hdjd pilen nar ndr den méter vaggen.
b) Vilken &r den hogsta héjd pilen kan né pé denna vigg? Motivera svaret Gvertygande.

4. Antag att viggen ar placerad pa avstdndet 5 m fran utskjutningsplatsen. Genomfor samma undersdkning
somi 3.

5. Antag slutligen att viggen ar placerad 8 m fran utskjutningspunkten. Genomfoér samma undersokning som
i3.



2 Utskriftsdatum 2008-01-24

Rapporten
Rapporten ska innehélla f6ljande delar:
1. En snygg titelsida med titel, namn pa forfattarna och datum.
2. Presentation av fragestillningarna (t ex i form av uppgiftsbladet).
3. Fem avsnitt diar de fem fradgorna behandlas. Grafer ska ritas pé sérskilda sidor och i stor och tydlig skala.
De tre graferna som hor till var och en av uppgifterna 1, 3, 4 och 5 bor ritas i samma figur.
4. Kort sammanfattning av resultaten.
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Till Britt-Marie, Eva och Urban.

Kommentarer till uppgifterna.

1. a) Oproblematisk. Kréver att eleverna klarar av att rita snygga grafer. De kommer troligen att utga fran

funktionsuttrycket. Om de vill anvinda parameterformen méste de forst bestimma v, genom att jamfora
de tva framstéllningarna av parabeln.

b) Har maste de antingen se detta som ett gransvérde av hogsta hdjden da vinkeln ndrmar sig 90 grader, eller

bestimma v, och anvinda parameterframstéllningen, dir man kan sétta in 90 grader direkt och sedan
hitta maximum i en parabel.

. En upprepning av vad de sett i fysiken d4 man hérleder kastvidden. Kraver derivering och litet
trigonometri. Léttast att anvdnda parameterframstillningen, men det gar bra ocksd med
funktionsuttrycket.

3 — 5. Hér &r det svart att gora en analytisk 16sning. S& da aterstar grafisk eller numerisk 16sning. Den

grafiska 16sningen kanske inte blir tillrickligt noggrann pd en grafritande réknare? Resultatet blir
intressant eftersom det i det forsta fallet hogsta hojden tycks uppnas for den kastparabel som har sitt
maximum i den punkten, men skillnaden blir tydlig i det andra fallet och naturligtvis det tredje, eftersom
det inte finns ndgon kastparabel som har max sé langt bort.

Fréagor att diskutera efter projektet:
Frdgorna 1b) och 2 &r likartade. Varfor gar det inte att anvénda samma metod?
Hur skulle en analytisk 16sning av uppgifterna 3 (och 4,5) planeras? Ar den genomforbar? Varfor inte om

svaret ar nej.
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Projektuppgift 2: Cykloiden

Den kurva som en punkt pa periferin av ett hjul beskriver da hjulet rullar pa ett plant
underlag kalls cykloid. Arbeta i grupper om 2-4 personer for att understka cykloidens
egenskaper.

1 Experimentell undersékning

Markera en punkt pa periferin av ett hjul. Placera hjulet pa ett plant underlag med punkten
mot underlaget. Rulla hjulet ett varv sa att punkten kommer tillbaka till utgangsldget.
Observera hur punkten ror sig och forsok att skissa kurvan pa ett papper.

2 Matematisk beskrivning

Placera en cirkel med radie 1 med medelpunkten M i (0,1). Lat P vara en fast punkt pa
cirkelperiferin och som fran bérjan befinner sig i origo (se figur 1).

Figur 1: Hjulets begynnelseldge.

Nér cirkeln rullar i z-axelns riktning flyttar sig cirkelns medelpunkt M parallellt med z-
axeln. Samtidigt kommer punkten P att rotera kring medelpunkten. Rotationen kring M
beskrivs bist i ett koordinatsystem som féljer med M (se figur 2). Koordinatsystemet a'y’
har sitt origo i M och axlar parallella med xy-systemets axlar.

Uppgifter

1. Antag att M har koordinaterna (a,b) i zy-systemet och att () &r en punkt som
har koordinaterna (2/,y’) i #'y"-systemet. Hur rdknar man ut @:s koordinater i zy-
systemet?

Tips: Om man har svarigheter med att 16sa en uppgift av det hir slaget brukar det
underldtta om man borjar med mer konkreta fall. I det hir fallet kan man t ex férst
tanka sig att (a,b) = (5,1) och (2’,y") = (=1,2). Vad blir da a och y? Efter att
ha prévat nagra sadana fall kan ni sdkert se hur man gor i det allminna fallet i
uppgiften.



Figur 2: P:s ldge da hjulet rullat en bit (cirka 1/3 varv).

. Lat u beteckna vinkeln mellan positiva 2’-axeln och radien M P (se figur 2). Vad blir

koordinaterna fér P i z'y’-systemet utryckt med hjilp av vinkeln u?

(Ledning: Ténk pa definitionen av cosinus och sinus med hjilp av enhetscirkeln!
Tipset i uppgift 1 dr naturligtvis ocksa bra.)

. Vad blir medelpunkten M:s koordinater (a,b) i zy-systemet uttryckt med hjilp av

vinkeln v (se figur 2)? Férutsitt att vinklar anges i radianer.

Vilket samband rader mellan vinklarna u och v? I begynnelseldget (se figur 1) kan

ni satta v = 0 och u:%”.

. Uttryck P:s koordinater i zy-systemet med hjilp av vinkeln v.

. Plotta med hjilp av resultatet i uppgift 5 den kurva som P beskriver da hjulet rullar

ett varv, det vill sdga da vinkeln v gar fran 0 till 2. Det kan géras med hjilp av en
grafritande kalkylator (kurva i parameterform). For att fa en riktig uppfattning av
cykloidens utseende maste axlarna graderas lika (sa att en cirkel ser ut som en cirkel
och inte som en ellips!). Naturligtvis kan ni ocksa vilja att gora en virdetabell och
plotta fér hand. Da maste ni rdkna ut tillrickligt manga punkter for att fa en riktig
uppfattning av kurvans utseende. Speciellt ar det viktigt att ha manga punkter da
v ligger néra 0 och 27. Hur bra stimde den experimentella kurvan som ni gjorde?

Om hjulet rullar med konstant hastighet, sa svarar det mot att vinkeln v dndras
med en konstant vinkelhastighet. Antag t ex att vinkelhastigheten &r 1 radian per
tidsenhet. Det innebidr att att v =t dir ¢ dr tiden. Om ni i utrrycken fér P:s
koordinater i zy-systemet ersdtter v med ¢, sa far ni P:s ldge uttryckt som en funktion
av tiden t. Genom att derivera med avseende pa t kan ni berdkna vilken hastighet P
har i z- och y-led i varje punkt pa kurvan. Hur varierar P:s hastighetskomponenter i
xz-led och y-led nir hjulet rullar med konstant hastighet? Ange speciellt i vilka ldgen
P:s hastighet dr parallell med z- eller y-axeln. I vilka ligen dr P:s fart maximal och
i vilka ldgen &r den minimal? Jimfér med den hastighet som medelpunkten M rér
sig med.

Rapporten

Rapporten ska innehalla

1.
2.
3.

En snygg titelsida med titel, datum och namn pa forfattarna.
Presentation av fragestillningarna (t ex i form av uppgiftsbladet).

Svar pa de fragor som stélls i uppgifterna samt de grafer som efterfragas.

. En kort sammanfattning av resultaten.



