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Sammanfattning

Det finns en problematik i 6vergdngen for svenska studenter mellan gymnasiet och
hogskolan. En faktor i den problematiken &r att bevis och bevisféring hanteras pa
olika sitt p4 de olika utbildningsnivierna. Dessutom &r forskning kring hur
larobocker hanterar bevis och bevisféring begrinsad. I denna studie undersdks tva
vanliga ldrobocker pd gymnasiet med avseende pé bevis och bevisféring. Utifran de i
dmnesplanen befintliga amnesomradena granskas teoriavsnitten i lirobéckerna med
fokus pd bevis och bevisforing. Dessutom undersoks bevisforingsuppgifter med
utgdngspunkt i G. Stylianides (2009) ramverk. Resultaten visar att lirobockerna ir
inkonsekventa i sitt hanterande av bevis och att bevis ofta osynliggors i
teoriavsnitten. Ett annat resultat dr att den matematiska strukturen ir svir att folja.
Liarobdckerna innehéller 6,7 % respektive 13,7 % bevisforingsuppgifter och vi har
funnit 19 olika typer av bevisforingsuppgifter varav tva typer ar vildigt dominerande.
Vi argumenterar att didaktiskt virdefulla syften kan uppnis genom att synliggéra
bevis bittre i larobocker.

Nyckelord: bevis, bevisféring, resonemang, gymnasiematematik, larobocker



Abstract

There exists a problem in Swedish students’ transition between high school and
college. One factor of this problem stems from the fact that proofs and proving are
handled in different ways at these different levels of education. In addition, research
on how textbooks deal with proofs and proving is limited. This study examines proofs
and proving in two common math textbooks intended for upper secondary high
school students in Sweden. Based on the contents of the curriculum, the theoretical
sections in the textbooks are examined with an added focus on proofs and proving.
Also, the textbooks’ tasks are examined with the help of a modified framework based
on G. Stylianides (2009) framework. The results show that the textbooks are
inconsistent in their handling of proofs and that proofs are often made invisible in the
theoretical sections. Another result is that the mathematical structure is difficult to
follow. The textbooks contain 6.7% and 13.7% proving tasks respectively and we have
found 19 different types of proving tasks among which two types are very dominant.
We argue that didactically valuable objectives can be achieved by making proofs more
visible in textbooks.
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1. Inledning

Bevis och bevisforing ar en viktig del av matematikens struktur. Vi upplever dock att
bevis och bevisforing inte har samma framtriddande roll inom skolmatematiken.
Brandell, Hemmi och Thunberg (2008) problematiserar kring Gvergingen som
studenter gor mellan gymnasiet och hégskolan. Ett av deras unders6kningsomraden
behandlade studenters moéte med bevis och bevisforing. I deras intervjuer med bade
matematiker och studenter framkom att det fanns ett upplevt problem. Studenter pé
hogskolan onskade att de hade fatt lara sig mer om bevis pa gymnasiet. Nordstrom
och Lofwall (2005) stiarker detta och hivdar att bevis och bevisforingens roll inom
matematiken har minskat i svenska skolor savil som i andra ldnder under de senaste
20 aren. De skriver ocksa att forskare har dgnat relativt lite tid &t att undersoka vilken
roll larobocker har, med avseende pé bevis och bevisforing.

Efter skolreformen &r 1994 infordes nya styrdokument i gymnasieskolan (Ldroplan
for de frivilliga skolformerna Lpfo4). Palm, Bergqvist, Eriksson, Hellstrom och
Héggstrom (2004) menar att detta forde med sig nya programmal, laroplaner,
kursplaner och betygskriterier. For gymnasieskolan reviderades sedan kursplanerna
ar 2000. Den nya reformen innebar ett forandrat synsatt pd styrdokument och de
nationella proven. Styrdokumenten skulle vara mer decentraliserade. Varje enhet
skulle gora egna lokala tolkningar utifran de generellt skrivna styrdokumenten men
tolkningarna var tvungna att vara tillrackligt specifika sd att undervisningen kunde
planeras pé ett sitt som gav eleverna den basta chansen att lyckas uppfylla mélen.
For att tackla detta utforde Palm et al. (2004) en analys av ldroplan, programmal,
kursplan och betygskriterier gillande for den svenska gymnasiematematiken. Deras
analys resulterade i en tolkning som stod till grund for konstruktionen av de
nationella proven i gymnasiematematik. Palm et al. skriver om sex olika matematiska
kompetenser: problemlésningskompetens, algoritmkompetens, begreppskompetens,
modelleringskompetens, resonemangskompetens och kommunikationskompetens.
Eftersom dessa kompetenser 1ag som grund for uppgiftsskapandet till de nationella
proven i gymnasiematematik, var de viktiga att ha i dtanke redan da Lpf 94 var aktiv,
men de fick dessutom en tydliggjord och viktigare roll i de senast inforda
styrdokumenten: Ldroplan, examensmdl och gymnasiegemensamma dmnen for
gymnasieskola 2011, [Gy 11].

I Gy 11 listas kompetenserna i amnets syfte och resonemangskompetensen beskrivs
pa foljande satt: "Undervisningen i &mnet matematik ska ge eleverna forutsattningar
att utveckla formaga att: folja, fora och bedoma matematiska resonemang.”
(Skolverket 2011, s. 90). I det centrala innehallet for Matematik 4 skrivs: "Olika
bevismetoder inom matematiken med exempel frdn omrédena aritmetik, algebra
eller geometri.” (Skolverket, 2011). I den &ldre laroplanen Lpf 94 ndmns inte ordet
bevis 6ver huvud taget. Detta pekar mot ett 6kat fokus pd resonemang, bevis och
bevisforing i de nuvarande styrdokumenten.

Resonemang ar ett vidare begrepp dn bevis men vi kommer att i fortsittningen prata
om enbart bevis och bevisforing for att underlatta for lasaren. Med begreppet bevis
menas ett slags matematiskt resonemang och begreppet bevisforing ar aktiviteten dar
bevis hanteras och utfors.

Vi har under var utbildning fitt en allt storre forstdelse for matematikens
uppbyggnad och vi tycker att bevis och bevisforing ar en viktig grundpelare. Vi



upplever ocksd att gymnasieelever inte fir tillricklig kunskap kring denna
grundpelare. Som vi redan skrivit har inte bevis varit framtrddande i lirobdcker och
amnesplaner tidigare, men med de nya dmnesplanerna bor bevis fi en storre
betydelse. Vi tror dven att 6vergdngsproblematiken som Brandell et al. (2008) skriver
om kan avhjilpas genom att gymnasieeleverna fir storre insikt kring matematisk
bevisforing. Vi menar ocksé att bevis kan vara ett viktigt verktyg for att elever ska n
en storre forstéelse fér matematik. Eftersom dmnesplanen har fatt ett 6kat fokus pa
bevis jaimfort med tidigare vill vi undersoka hur nya ldrobdcker, som reviderats
utefter Gy 11, hanterar bevis och bevisforing. Vidare kan en studie kring lirobocker ge
oss som blivande ldrare en storre inblick i hur nigra av de aktuella tillgingliga
larobockerna ser ut.

2. Syfte och fragestillning

Syftet med studien &r att undersdka hur bevis och bevisforing hanteras och
introduceras i tvd gymnasieldrobocker tillhérande kursen Matematik 4. Studien
avgransas till Matematik 4 eftersom det 4r forst ddr som bevis och bevisféring far en
framtrddande roll i amnesplanen. Studien behandlar larobdckernas specifika kapitel
kring bevisforingsmetoder, de dvriga teoriavsnitten samt lirobockernas uppgifter.
For att uppna syftet kommer féljande frgor att besvaras:

1. Hur hanteras bevis i larobockernas teoriavsnitt?

2. Ivilken utstrackning dterfinns bevisféringsuppgifter i lirobdéckerna och hur ar
de uppbyggda?

3. Vad ér bevis?

I den hér delen av studien skriver vi om hur bevis kan ses inom tre olika omraden, i
matematiken, i larandet och i lirobocker. I den forsta delen beskrivs hur bevis kan
definieras och att matematiker ofta har olika syn pa vad bevis ir. I den andra delen
beskrivs viktiga aspekter av bevis i matematikundervisningen och #ven matematik-
didaktisk forskning kring bevis. I den tredje och sista delen beskrivs olika studier
kring bevis i larobocker och vad deras resultat visar.

3.1. Bevis i matematiken

Bevis och bevisforing dr en del av den matematiska uppbyggnaden. Som Hemmi
(2009) betonar, kan man uppfatta ett bevis som nigot som verifierar att ett
pastdende ar sant och att detta pistdende kan anvindas vidare i matematiken. Precis
som Hemmi skriver kan det tolkas som ett sitt att fi ny matematisk kunskap
accepterad. Aven Rav (1999) hivdar att bevis kan leda vig for matematisk utveckling.
Rav hdvdar att bevis dr hjirtat i matematiken och att det dr via bevisféring som
matematiker systematiserar kunskap och linkar ihop olika teorier, vilket i sin tur ger
upphov till matematisk utveckling. Vidare menar Rav att matematiken i grund och
botten handlar om att hitta metoder, verktyg, strategier och koncept for att 16sa
problem. Dessa konceptuella och praktiska upptéckter ar tydligt bundna till bevis och
bevisforing. I Hemmis (2006) avhandling anser matematiker hon talat med att bevis
ar en vasentlig del av matematiken. Vidare berattar matematiker om vilka funktioner
bevis har i deras matematiska verksamhet. Sidana funktioner &r till exempel att



forklara, verifiera, systematisera, att ge en estetisk upplevelse eller en intellektuell
utmaning. Dessutom beskriver Hemmi (2006) en funktion som hon kallar transfer,
vilket innebar att med hjilp av bevis ldra sig ett specifikt matematiskt innehall och
utveckla olika tekniker som behdvs for matematisk problemlésning, och pdminner
om det som Rav (1999) betonar om matematiken.

Begreppet matematiskt bevis dr svart att definiera och innehéller flera aspekter.
Hemmi (2009) skriver att synen pa vad ett giltigt bevis ar varierar och att alla
matematiker inte har samma definition. Definitionerna varierar frin rigorost
formella till mer allmédnna och vida. Enligt Roginskaya (u.4.) finns en allmint
accepterad formell definition given av Bourbaki (1968). Men Roginskaya (u.8.) menar
att denna rigorosa definition dr alltfor omstdndlig att anvanda i praktiken. Istillet for
att alltid utga fran den rigordsa definitionen skapas mindre formella bevis som sedan
kan omformuleras av en skicklig matematiker. Roginskaya beskriver det hela som:

”Till och med enkla bevis skrivna pd den form som definitionen kraver
skulle uppta ménga sidor och bli oldsbara. Darfér presenterar man i
praktiken inte hela bevis, utan 16sare resonemang som kan kompletteras
for att passa definitionen.” (s. 2).

Om Bourbakis definition dr svar att anvinda i praktiken giller det att hitta en
lampligare definition. I uppslagsverket Encyclopaedia Britannica (2014) forklaras ett
logiskt bevis mer allmint som:

"bevis, i logik, ett resonemang som etablerar sanningshalten av ett
pastdende. Aven om bevis kan baseras pd induktiv logik, s& innefattar
begreppet bevis allmint sett en strikt deduktiv aktivitet. I formella
axiomatiska system i logik och matematik, ar bevis en dndlig sekvens av
vilformulerade pastdenden (skapade enligt accepterade regler) dir: (1)
varje pastdende antingen ir ett axiom eller kan hérledas frin foregiende
pastdenden genom giltiga slutsatser; och (2) det senaste pastdendet ar
det som ska bevisas.” (Encyclopaedia Britannica, proof, var over-
sattning)

Ovanstaende definition ar allmén och passar inte i denna studies kontext. Ytterligare
en definition ges av Velleman (2006) som skriver att ett matematiskt bevis kan
beskrivas som ett logiskt resonemang av ordnade péastidenden, dir varje péstiende
stegvis kan motiveras med hjilp av axiom, tidigare bevisade pastdenden, satser, och
matematiska definitioner. Hans definition ar enkel men ger inte den flexibilitet som
denna studie soker. Men Vellemans definition ger didremot anledning att aven
definiera de viktiga begreppen: axiom, sats och matematisk definition. Studiens
definitioner av dessa begrepp ges i slutet av denna del. For att dterga till definitionen
av bevis skriver Hanna et al. (2012) att det finns en underliggande princip for bevis
som alla matematiker accepterar: “Att tydligt ange de antaganden man utgér fran och
sedan ge lampliga argument som stods av korrekta resonemang for att kunna dra
slutsatser.” (s. 443). Detta ar mer en allmidn forklaring till begreppet bevis.
Enkelheten i definitionen goms dock i de komplexa formuleringarna: “tydligt ange”,
"lampliga argument” och “korrekta resonemang”.

Ytterligare en definition av bevis ges av A. Stylianides (2007) som skriver att bevis ar
ett matematiskt resonemang, en sammanhingande sekvens av antaganden for eller
emot ett matematiskt pastdende, som har féljande egenskaper:
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1. Péstdendena som anvinds (till exempel definitioner, axiom och teorem med
mera) ar accepterade av den aktuella gemenskapen som sanna och tillgingliga
utan vidare motivering.

2. Resonemanget som fors ir giltigt och bekant, eller inom rimlig grins for det
forstéeliga, for den aktuella gemenskapen.

3. Resonemanget kommuniceras med representationsformer som #r limpliga
och kinda, eller inom rimlig grins for det forstieliga, for den aktuella
gemenskapen.

I A. Stylianides definition har ordet resonemang en central del vilket ocksd kan
kopplas till Palm et al (2004) som introducerar resonemangskompetens som en
kompetens kring bevisforing. Precis som A. Stylianides (2007) och Palm et al. (2004)
menar vill vi podngtera att bevisforing och resonemang inte enbart handlar om strikt
och formell bevisforing, i alla fall inte enligt den definition denna studie vill anvéinda.
Exempelvis beskriver Palm et al. resonemangskompetensen si hir:

"Med resonemang avses hir en argumentering som sker pa allminna
logiska och speciella Amnesteoretiska grunder. Det inkluderar deduktiva
resonemang dir logiska slutledningar gors baserade p#d specifika
antaganden och regler, dir den striktaste formen av resonemang kan
sdgas vara bevis. Det inkluderar ocksd induktiva resonemang dir
allminna slutsatser nds fram till genom resonemang baserade p&
enskilda iakttagelser av monster och regelbundenheter. Det innebir att
det i resonemangskompetensen ingér en undersékande verksamhet av
att hitta monster, formulera, forbattra och underséka hypoteser. Det
inkluderar ocksé olika former av kritisk granskning, som t ex vérdering
av bevis och andra former av matematiska argument. Resonemang ska
kunna foras dels som en algoritmisk aktivitet med redan kinda
argument och bevis och dels som en problemlésande aktivitet i nya
situationer.” (s. 25).

Resonemangskompetensen dr framtridande i dagens &dmnesplaner och enligt A.
Stylianides (2007) definition av bevis kan manga resonemang tolkas som bevis vilket
ar varfor A. Stylianides definition passar bra i var studie.

Sammanfattningsvis definieras bevis i denna studie enligt A. Stylianides (2007)
definition ovan. Definitionen &r utarbetad for att fungera pd ménga olika nivier, bade
for matematiker och for nyborjare inom matematiken. Definitionen fungerar bra
inom skolvisendet eftersom den kan anpassas till olika nivier dven dir. Istillet for
att ge en strikt och sviranvind definition fér bevis 6ppnar den upp for att olika
matematiska resonemang kan anvindas pi olika nivaer. Innan vi skriver vidare om
bevis i larande behover begreppen axiom, sats och matematisk definition ocksa
definieras. Likt bevis, har dven dessa ord olika definitioner. Hir definieras hur var
studie anvinder dessa begrepp. Axiom definieras enligt Gérdenfors och Prawitz (u.3.)
som: “en grundsats som inte sjilv dr foremal for bevis men som tjanar som
utgdngspunkt for bevis av andra satser”. Vidare definierar studien en sats eller ett
teorem som ett matematiskt viktigt pastdende som formellt bevisats och en
matematisk definition 4r en exakt beskrivning av ett matematiskt begrepp.
Definitionen maste vara entydigt formulerad.



3.2. Bevis i larande

Det ar uppenbart, inte minst fran foregdende del, att bevis ar ett méngsidigt begrepp
bland matematiker. Men bevis nyttjas inte endast av matematiker, utan dven av
elever som moter det i sitt ldirande av matematik. Det blir da intressant att undersoka
vilka aspekter av bevis som &r viktiga for inldrningen av bevis. Hemmi (2006) skriver
om fyra aspekter av bevis som samspelar med varandra. Aspekterna har tva
komponenter vardera och paras samman pa foljande sitt: verifiering/forklaring,
induktion/deduktion, intuition/formalism och osynlighet/synlighet. Dessa aspekter
visas nu i en figur 1&nad fran Hemmi (2009) (s. 98).

Induktion Synlighet
fran exempel till strukturer i bevis
det alimanna bevisstrategier

Intuition
visuell
heuristisk

Formalism
rigorGs
symboler

Osynlighet Deduktion
inbdddat i steg for steg fran
vardagsspraket redan bevisade satser

eller axiom

Figur 1. Aspekter av bevis som samspelar med varandra.

Detta ar inte tdnkt som ndgon definition av bevis, utan illustrerar istéllet de aspekter
av bevis som ar viktiga att tdnka p8 i matematikundervisningen, och &r aspekter som
Hemmi (2006) anvint i sin doktorsavhandling for att pa ett begripligare satt kunna
strukturera sin data. I figuren syns att komponenterna verifiering och forklaring ar
siarskilt markerade (gra bakgrund), vilket beror pa att dessa &r komponenter som
beskriver olika funktioner som ett bevis kan uppfylla, medan de 6vriga
komponenterna beskriver olika egenskaper som ett bevis har och hur bevis kan
hanteras och utforas.



Verifiering och forklaring ar tvd komponenter av bevis vars samspel har stor
péverkan pd upplevelsen av lirande menar Hemmi (2006). Verifiering av bevis ska
leda till en Gvertygelse om att ndgonting inom matematiken 4r sant, medan férklaring
istdllet &mnar forklara varfér ndgonting dr sant. Hemmi hivdar att verifiering av
bevis kan vara viktigt for elever beroende pd vad som menas med bevis och vad som
menas med verifiering. Om vi menar att bevis uppkommer i all matematisk aktivitet
och for att verifiera varje steg av processen, ar verifiering genom bevis en central
aspekt. Hon skriver vidare att det dr vanligt att matematiklirare i Sverige bekymrar
sig Over att elever soker nd ritt svar utan att vertyga sig sjdlva om deras resonemang
var korrekt eller inte. Det finns tre distinkta sétt att bli 6vertygad pa. Overtygelse som
kommer frin en auktoritet, 6vertygelse som kommer frin en forklaring, och till sist,
overtygelse som kommer fran att se hur fakta kan harledas frin andra matematiska
resultat. Hemmi skriver att oOvertygelse som nds genom kritiskt tinkande och
ifrdgasattande kan ses som Onskvirda kvalitéer hos personer som arbetar med
matematik. Det dr ocksd ndgonting som larare kan fokusera p& i undervisningen, att
lara eleverna att ifrdgasitta det uppenbara. Vidare ar det viktigt att tinka pa att bara
for att ett bevis dr en forklaring for en matematiker behover det inte per automatik
betyda att det dr en forklaring for en elev. Om ett bevis &r en férklaring for en person
eller inte beror dels pé bevisets komplexitet och dels p& personens erfarenhet.

En annan viktig aspekt som Hemmi (2006) behandlar i sin doktorsavhandling &r
matematikers forhallningssitt till undervisningen av bevis. Med hjilp av aspekterna
av bevis som tidigare nimndes och annan data identifierade hon tre olika stilar eller
pedagogiska perspektiv, som hon kallade: den progressiva-, den deduktiva- och den
klassiska stilen. Vanligt for den progressiva stilen ar att lararna undviker bevis och
ordet bevis for att inte skrimma studenterna. Eitt bevis ges endast om lirarna anser
att beviset fungerar som forklaring, men formella och l8nga bevis undviks. Den
deduktiva stilen stir i manga avseenden i kontrast till den progressiva stilen. Har
anses det att studenterna ska ldra sig den formella matematiken, med symboler, bevis
och begrepp sé tidigt som mojligt, och ldrarna forsoker snarare anvinda formella
bevis ofta dn att som i den progressiva stilen undvika dem. Slutligen, skriver Hemmi
att bevis for lirare som anvinder den klassiska stilen betraktas som ndgonting
fantastiskt, sa fantastiskt att lirarna uttrycker att endast vissa studenter kan
uppskatta bevisen. I den klassiska stilen anser lararna att studenterna har for daliga
forkunskaper och inte ar tillrackligt intresserade av bevis.

Det finns ett intressant diskussionsdokument ICMI (The International Commission
on Mathematical Instruction) som behandlar bevis. I detta dokument har s§ minga
som 53 matematikdidaktiker medverkat. I diskussionsdokumentet beskriver manga
matematikdidaktiker sina tankar och resultat kring bevis och i de nistkommande
styckena tar studien upp négra av de saker som diskuteras i dokumentet.

Enligt Hemmi (2006) finns det en viss fara nir bevisen blir osynliga for eleverna.
Durand-Guerrier, Boero, Douek, Epp, och Tanguay (2012) skriver om bevis i
undervisningen och styrker Hemmis pastdende. De skriver att aktiviteter som att
utforska, verifiera och tolka frambringar elevers behov av att forsti. Detta hinder
speciellt ofta da eleven stoter pa ovintade resultat, motsigelser eller oklarheter.
Komplexa uppgifter, vilka kan leda till tvivel pa grund av eventuella motségelser eller
oklarheter, skapar en didaktisk situation som gynnas av bevisforing och stimulerar
till utvecklandet av det. Jamforelsevis hamnar bevis ofta i skymundan di eleven
alltfor ofta stalls infor simpla uppgifter. Detta kan enligt Durand-Guerrier et al. leda



till att eleven inte ser behovet av eller meningen med bevis och bevisféring. Vidare
havdar de att elever alltfor sillan stdlls infor uppgifter som utgdr frin falska
matematiska pastienden, dir eleven for det forsta har i uppgift att avgéra om
pastdendena ar sanna eller falska och for det andra avgora om det finns sérskilda
forutsittningar dd péstdendena kan vara sanna respektive falska. De skriver att det i
sjalva verket dr onskvirt for elever att uppleva ovisshet jaimtemot matematiska objekt
och pastdenden for att kunna utveckla sin skepticism och sitt kritiska tinkande till en
rimlig nivd. Uppgifter vars sanningshalt ifragasitts stéller hogre krav pi att elever ska
utforska problemen, vilket i sin tur leder till resonemangsskapande aktiviteter.
Durand-Guerrier et al. skriver &ven om hypoteser. De hévdar att det 4r visentligt att
hypoteser dr mer 4n bara vilda spekulationer och menar att det ir férst nir hypotesen
bereder vég for en strukturerad forklaring som den ger upphov till ett meningsfullt
utforskande som i sin tur behover verifieras.

Durand-Guerrier et al. (2012) argumenterar for att elever miste méta sirskilda
bevisforingsuppgifter i sitt larande skriver Lin, Yang, Lee, Tabach och G. Stylianides
(2012) om utvecklandet av de grundprinciper som bér gilla vid konstruktionen av
sddana uppgifter. I slutet av deras kapitel listas fem grundprinciper kring bevis som
kan utnyttjas i matematikundervisningen. Dessa fem grundprinciper ar att:

Framja klassificerandet av matematiska péstdenden.

Framja anvandandet av olika representationsformer for argument.
Frimja rollbyten vid 16sandet av uppgifter.

Belysa vikten av tillrdckliga och n6dvandiga bevis.

Elever konstruerar och delar med sig av sina egna bevis,

CA ool S

Med den forsta principen menar Lin et al. (2012) att elever méste forsta att olika
sorters pastienden kriver olika sorters argumentation och resonemang. Som
exempel inleder de med pastdendet: summan av tre pd varandra féljande naturliga tal
ar delbar med sex. Lin et al. skriver att det till detta pastdende gir att hitta tripplar av
naturliga tal vars summor uppfyller pastdendet, exempelvis 1+2+3, men att det dven
glr att hitta tripplar av naturliga tal vars summor inte uppfyller péstiendet,
exempelvis 2+3+4. De menar att pastdendet dr uppbyggt pa ett sidant sitt att det
ibland ar sant och ibland ar falskt. Om péstdendet sedan modifieras kan det leda till
ett matematiskt pdstdende som antingen ar falskt eller sant, dir pastiendet alltsi inte
kan vara ibland sant och ibland falskt. Som exempel skrivs péstiendet om till: det
finns naturliga tal sidana att summan av tre pd varandra foljande naturliga tal ar
delbar med sex. Detta matematiska pdstdende ar alltid sant, och kan inte vara
négonting annat. Skrivs pastdendet istillet om till: summan av vilka som helst tre p&
varandra foljande heltal dr delbar med sex, leder det istéllet till ett pastiende som
alltid ar falskt, och som inte kan vara ndgonting annat an falskt. Poiingen hir, menar
Lin et al. dr att elever méste vara medvetna om att dessa pastdenden 4r uppbyggda pa
olika sitt, och darfor kriaver olika sdtt och metoder for resonemang och
bevisuppbyggnad.

Den andra principen beskrivs som att larare bor uppmuntra elever att anvinda olika
satt att framfora sina argument och resonemang p&. Lin et al. (2012) skriver att
matematiskt symbolsprak inte ar férstahandsvalet hos alla elever och att det finns ett
syfte med att lata dessa elever bérja med vanligt talsprdk, som inte nédvindigtvis
behover vara matematiskt korrekt, for att sedan introducera fler siatt som de kan
framf6ra sina bevis och resonemang pa.



Med den tredje principen menar Lin et al. (2012) att ldrare och elever kan byta roller
med varandra for att i sin tur fraimja larandet. De havdar att det finns didaktiska
fordelar med att byta roller nir eleverna ska ldra sig om bevis och resonemang. 1dén
ar att eleven stills i den forklarande rollen, for att exempelvis stegvis gi igenom ett
bevis i ett forsok att f lararen att forsta.

Den fjarde principen handlar likt den forsta principen mycket om att medvetande-
gora. Lin et al. (2012) skriver att elevers matematiska uppmérksamhet kan hjilpas av
uppgifter som belyser nédvindigheten av bevis men ocksd vad som kriavs for att
beviset ska anses vara tillrackligt.

Med den femte och sista principen hévdar Lin et al. (2012) att elever i en traditionell
klassrumsmiljé kan bilda den felaktiga uppfattningen att bevis endast 4r nigonting
som ges och att det endast gar att lara sig bevisforing genom att memorera bevis. Om
eleven engageras i att konstruera egna bevis kan detta undvikas.

I slutet av ICMI-dokumentet sammanstéller de medverkande matematikdidaktikerna
tre viktiga punkten rérande bevis och bevisféring. Hemmi (2009) uppmirksammar
ocksd detta och har oversatt punkterna:

”"— Bevis och bevisforing i skolmatematik har en potential att ge en
langsiktig koppling till den vetenskapliga matematikens syn pa bevis.
— Bevis och bevisforing utvecklar tankesétt som fordjupar forstielsen av
matematik sdvidl som ménniskans sdtt att resonera allmint.
— Bevis och bevisforing ar bédde komplexa och fundamentala och elever
borde gradvis fi bekanta sig med det genom ldmpliga 6vningar som
passar den niva dér de befinner sig.” (s. 103)

3.3. Bevis i larobocker

Som etablerats i tidigare delar ar det viktigt att elever mé6ter matematiska bevis pa en
nivd som blir utvecklande. Matematikundervisningen i Sverige dr starkt liroboks-
anknuten, vilket betyder att de flesta av elevernas méten med bevis formodligen
kommer att ske i samband med ldrobockerna. Detta stiller hogre krav p liroboks-
forfattare, och inte minst matematiklirare, att ta hénsyn till bevis-hanteringen i
lirobockerna. Nordstrom och Lofwall (2006) studerar bevis i tvd vanliga svenska
gymnasieldrobocker. Deras studie géller bocker skrivna for den tidigare svenska
laroplanen, inte den nuvarande. Studien besvarar frdgan om i vilken utstrickning
larobockerna ger elever tillgdng till bevis och pa vilket sitt ldrobockerna hjilper
elever att forstd olika aspekter av bevis. Resultatet visar att andelen bevisforings-
uppgifter i larobockerna éar lag i jimférelse med praktiska tillimpningar och
rutinuppgifter. Bevisforingsuppgifterna ar ndgot fler inom vissa omraden, t ex inom
geometri och verifikation av trigonometriska formler. En annan studie som ocksi
visar pa det sistnimnda ir utford av Grenier (2000) som skriver om bevisens roll i
larobocker i den franska skolan. Greniers studie visar att ldroplanens méil och
larobockerna inte stimmer Gverens. Aven om ldroplanen ger mdjlighet att hantera
bevis pé ett nytt sitt, verkar larobockerna i praktiken mest anvianda bevis i samband
med geometri och d& pa endast grundldggande sitt. Ytterligare en studie som styrker
detta ar gjord av Hanna och de Bruyn (1999) som undersoker férekomsten av bevis i
kanadensiska larobdcker. Deras resultat visade att det &amnesomride som innehaller
overlagset flest bevis dr geometri, diar ungefir hilften av alla bevis Aterfinns.



Trigonometri har nast storst andel bevis. De 6vriga amnesomridena innehéller bara
ett fatal bevis. Hanna och de Bruyn (1999) patalar ockséd det som tidigare namndes i
inledningen, att det finns fi moderna studier av larobocker, trots att laroboksanalys
kan belysa skillnader mellan ldroplaners mél och den praktiska inlarningen. Sarskilt
studier kring férekomsten av bevis, bevisféring och bevisféringsmetoder i larobocker
saknas. De menar att studier fokuserar mer pd egenskaper och funktioner hos
matematiska bevis, hur elever méter bevis och hur bevis lars ut effektivt.

G. Stylianides (2009) skriver om resonemang och bevis i ldrobocker for middle
school 1 USA och gar ett steg lingre nar det galler forhallandet mellan bevis och
geometri. Han menar att bevis ofta hanteras som en formell process inom geometri
och &r helt isolerat frin Ovriga aktiviteter. Detta 4dr problematiskt eftersom
matematikers vardag ofta involverar att identifiera monster, formulera hypoteser,
testa dessa hypoteser, eventuellt omformulera dem och slutligen bevisa att
hypoteserna haller. Dessa aktiviteter hjdlper matematiker att forstd och utveckla
matematiken. Men, om skolmatematiken behandlar bevis som en isolerad foreteelse
ges eleverna inte mojligheten att anvénda bevisforing som en del av uppbyggnaden av
ny matematisk kunskap. Enligt G. Stylianides har resonemang och bevis fatt en okad
betydelse i laroplaner i en rad lander, men trots detta har elever svarigheter i dessa
aktiviteter. Larobockers inflytande pa matematikundervisningen 4r stark och det gor
att intresset for hur larobocker ser ut ar stort. Dock saknas det studier, precis som
Hanna och de Bruyn (1999) pétalat, som visar i vilken utstridckning resonemang och
bevis behandlas i larobocker. G. Stylianides presenterar ett analytiskt ramverk for att
undersoka hur larobocker ger elever mojligheten att 6va pa resonemang och bevis.
Detta ramverk har legat till grund for var studie av laroboksuppgifter. Efter att ha
skapat ramverket anvidnder han det for att studera resonemangs- och bevisuppgifter i
en amerikansk laroboksserie uppdelad i tolv bocker som spanner over 3 &rskurser,
arskurs 6 (tre bocker), arskurs 7 (tre bocker) och &rskurs dtta (sex bocker), och tre
amnesomraden, algebra (sex bocker), talteori (en bok) och geometri (fem bocker). G.
Stylianides resultat visar att cirka 40 % av uppgifterna innehéller ndgon form av
resonemang och bevis. Minst andel, 26 %, var det i arskurs 7 algebra och storst andel,
49 %, var det i den forsta boken, arskurs 6 som handlade om talteori.

En annan studie i USA utford av Davis (2012) undersoker bevis i tre olika larobocker
for high school. De tre ldarobockerna ar av olika typ, en reformorienterad, en
konventionell och en hybrid. Med utgangspunkt i G. Stylianides (2009), skapade han
ett modifierat ramverk och undersokte ldrobockerna. Resultaten visar att det i
avsnittet om polynomfunktioner i respektive bok finns 22 %, 4 % och 9 % reso-
nemangs- och bevisuppgifter. Vidare skriver Davis att bara 19 % av det polynom-
funktionsrelaterade innehdll som ingér i liroplanens kunskapsmail, valideras i
larobockerna.

For att aterkoppla till Nordstrom och Lofwalls (2006) studie visar den ocksd, som G.
Stylianides (2009) pépekat, att larobdckerna inte ger eleverna tillrackligt med
underlag for att lara sig eller konstruera olika typer av bevis. Spriket i teoriavsnitten
ar mer vardagligt an matematiskt. Ord som bevis, definition och antagande undviks i
larobockerna. Nar dessa ord undviks uppstar det en forvirring kring vad som ar vad
eftersom ord som forklaring, motivering och upptéackt alla kan 6versittas till ndgon
slags bevisforing. Ingen av larobockerna synliggor bevis genom att fokusera pé logik
och bevisstruktur men det finns vissa skillnader mellan béckerna. Den ena boken ar
mer matematiskt strukturerad, vilket kan leda till att eleverna léttare ser en logisk
ordning. Den andra boken gor ett forsok att definiera begreppen bevis, sats och
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definition med mera, men &4r inte konsekvent. Indelningen av lidrobdckernas
uppgifter i olika svdrighetsgrader tyder pa att laroboksforfattarna anser att bevis ar
svart. Nordstrom och Lofwall diskuterar ocksa att det dr svért att synliggora bevis i
gymnasiet. Trots att de olika begreppen bevis, sats och definition definieras blir det
forvirrande for elever. Det dr inte konstigt, ty dven matematiker har svirt att
definiera dessa begrepp. Trots detta kan elevers forstielse av bevis forbattras om den
matematiska strukturen synliggors battre. De hénvisar till ett exempel i en finsk
larobok som, genom att visa bevisstrukturen i en figur i anslutning till resonemanget,
synliggor bevisprocessen och dess logiska struktur.

4. Metod

Den hir studien ar en kvalitativt inriktad undersokning som baseras pa kvalitativ
innehallsanalys. Nir valet av metod 6vervigdes var innehéllsanalysen ett sjalvklart
val. Vi foljer hiar Brymans (2011) grundldggande idé att: “Innehéllsanalys ar ett
angreppssatt nir det giller analys av dokument och texter som pi ett systematiskt
och replikerbart sitt syftar till att kvantifiera innehéllet utifrdn kategorier som
bestamts i forvag.” (s. 283). Det later som en metod som framgéngsrikt kan anvindas
for att besvara vér fragestéllning. En sak som dock dr viktig att pdpeka hir ar att
denna studie ej genererar si pass mycket data att det kan leda till ndgon storre
generalisering eller kvantifiering. Darfor anvinder studien en egentligen kvantitativ
metod, innehallsanalys, men pa ett mer kvalitativt inriktat sitt. Innehéllsanalysen har
givetvis, som Bryman skriver, bade for- och nackdelar. En av fordelarna ar att
innehallsanalysen dr en "6ppen” forskningsmetod, dir det dr lattare att beskriva hur
ramverket konstruerats och urvalet skett. Det leder till att uppf6ljningsstudier ar
enkla att gora. Bryman hivdar ocksa att innehallsanalysen ar en icke-reaktiv metod.
Med det menas: ”... en metod som gor att de som studeras inte paverkas av
forskarens narvaro.” (s.296). En nackdel med innehéllsanalysen ar dock att det ar
svart att fa svar pd varfor-fragor. Precis som Bryman skriver ar det med hjilp av
innehallsanalysen litt att se vad som finns i ett material, men nar frigan stills varfor
det ar si, kan det endast spekuleras. Detta paverkar dock inte denna studie eftersom
studien endast soker svar pa hur bevis hanteras i bockernas teoriavsnitt och hur
manga bevisforingsuppgifter som finns i bockerna och hur de &r uppbyggda.

I den hir delen av studien beskrivs urvalet av larobocker, teoriavsnitt och uppgifter.
Efter det beskrivs hur studiens tvd analysramverk konstruerats och hur de kan
anvindas for att besvara forskningsfragorna. Dessa tva ramverk beskrivs separat. Till
sist beskrivs ocksd hur studien gitt till viiga med analysramverken, hur analys-
processen gick till, och avslutningsvis behandlas studiens tillforlitlighet samt vilka
forskningsetiska principer som beaktats.

4.1. Urval

Forst undersoktes vilka ldroboksserier som fanns tillgingliga for gymnasie-
matematik vilket visade sig vara fyra bokserier: Matematik 5000, Matematik Origo,
Matematik M och Exponent. Utav dessa fyra valde vi ut tva. Valet skedde av praktiska
skil, det var dessa bocker vi kunde fé tag pd omgaende. I denna studie jamfor vi dessa
tvd utvalda larobocker, Matematik 5000 och Matematik for gymnasiet — Exponent
tillhorande kursen matematik 4. Att larobdckerna for just Matematik 4 valdes beror
pa att de har med ett nytt &mnesomrade som handlar om bevismetoder (kommer i
studien att bendmnas som bevisforingsmetoder) men ocksa eftersom Matematik 4
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har en storre koppling till matematikstudier pd hogskolan. Hidanefter refererar
studien till dessa bocker som Exponent och Matematik 5000.

Larobockerna anvéinder sig av olika informationsrutor for att fortydliga viktiga saker,
exempelvis, men inte begrdnsat till, satser, definitioner, formler och samman-
fattningar. Dessa rutor féorekommer i majoriteten av teoriavsnitten, oavsett Amnes-
omréde. Dessa benimns hérefter som “informationsrutor”. Exponent har sex kapitel:
trigonometri, funktioner, bevisféring och standardgrinsvirden, deriverings-regler
och differentialekvationer, integraler och slutligen komplexa tal. I boken finns
teoriavsnitt, Ovningsuppgifter, gruppaktiviteter, utmaningar, tester, blandade
ovningar, historikdelar och &ven uppgifter som kallas for reflektera och diskutera.
Matematik 5000 har fyra kapitel: trigonometri och formler, trigonometri och grafer,
derivator och integraler och till sist komplexa tal. I boken finns teoriavsnitt,
ovningsuppgifter, aktiviteter, temadelar, historikdelar, diagnoser, repetitions-
uppgifter och blandade uppgifter.

I ramverket for analys av teoridelarna dr en minsta analysenhet ett teoriavsnitt i
ndgon av lirobockerna. For att fortydliga menas alltsd di all text, alla bilder och
illustrationer, samt alla exempeluppgifter som finns innan &vningsuppgifterna. Ett
teoriavsnitt dr ett avsnitt som borjar med en tydlig rubrik, exempelvis "Derivatan av
en kvot”. Hit rdknas inte temadelar, gruppaktiviteter, utmaningar, diagnoser eller
repetitionsuppgifter et cetera.

Olika larobocker har olika sétt att bendmna och numrera uppgifter och frigor. For att
kunna anvdnda ramverket for bevisforingsuppgifter effektivt, och senare kunna
jamfora de tva ldrobockernas olika uppgifter definieras dven hir en minsta
analysenhet. I béda lirobockerna férekommer numrerade uppgifter (exempelvis
4201) som har deluppgifter (exempelvis 4201a, 4201b och 4201c). I denna studie
betraktas deluppgiften 4201a som en minsta analysenhet och benidmns alltsi som en
uppgift. Detta betyder allts3 att 4201a, 4201b och 4201¢ riknas som tre uppgifter.

Studien undersoker alla teoriavsnitt i larobockerna. I studien undersoks ocksi alla
uppgifter som inte tillhor larobGckernas teoriavsnitt. For Matematik 5000 innefattar
detta alla Gvningsuppgifter, aktivitetsuppgifter, temauppgifter, historikuppgifter,
diagnosuppgifter och blandade uppgifter. Med hénsyn till definitionen av analys-
enheten uppgér antalet uppgifter i Matematik 5000 till 2058. I Exponent finns
ovningsuppgifter, gruppaktivitetsuppgifter, utmaningsuppgifter, “reflektera och
diskutera”-uppgifter, testuppgifter och blandade uppgifter. Med hinsyn till
definitionen av analysenheten uppgar antalet uppgifter i Exponent till 2138.

4.2. Analysramverk

For att besvara de tvd forskningsfrigorna behovdes olika ramverk till innehalls-
analysen. Den hér delen beskriver ramverkets konstruktion, och hur det fungerar.

4.2.1. Ramverk for analys av teoriavsnitt

Utgéngspunkten var att detta ramverk skulle vara s “oppet” som méjligt, for att
lattare kunna beskriva hur ldrobdckerna hanterar bevis i teoriavsnitten. Detta
berodde ocksd péd att vi efter mycket letande, inte hittade nigot ramverk som
undersokte ndgot som liknande denna studies forsta forskningsfriga. Istillet for ett
helt oppet ramverk stéllde vi upp en rad stodfragor, som vi bestimde oss for att utgd
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fran nar vi analyserade teoriavsnitten. Exempel pd sidana stodfrigor ar: "Anvinds
orden definition, sats, bevis et cetera och om inte, vad anvands istillet?” och "Bevisas
satser, eller ges nagot forklarande, verifierande resonemang?”. I ramverket anvindes
ocks&d Hemmis (2009) modell om aspekter av bevis som samspelar med varandra, se
figur 1. Tanken var att till viss del unders6ka huruvida bevisen i teoridelarna var
synliga/osynliga, induktiva/deduktiva och s& vidare. Utifrin de konstruerade
stodfrdgorna och Hemmis modell utformades ramverket.

En annan viktig detalj att ndmna i samband med detta ramverk ar att lirobockerna
inte har lika manga kapitel, vilket betyder att det finns kapitel som behandlar olika
matematiska dmnesomrdden. Detta betydde att for att kunna jimféra mellan
bockernas teoriavsnitt pa ett betydelsefullt sétt blev vi forst tvungna att dela in
bockernas teoriavsnitt i olika dmnesomridden. Dessa dmnesomriden bestimdes
utifrdn bockernas innehdll men ocksd kursplanens inneh3ll. Resultatet blev &tta
amnesomraden: trigonometri, funktioner, derivata, differentialekvationer, integraler,
komplexa tal, bevisforingsmetoder och ett omréde for 6vriga amnesomraden, sidana
som inte passade in i ngot av de andra &mnesomradena.

4.2.2. Ramverk for analys av uppgifter

For att kunna besvara forskningsfriga 2 letade vi efter ett ramverk som effektivt
kunde hitta och kategorisera bevis- och resonemangsuppgifter i lirobockerna. G.
Stylianides (2009) beskriver ett ramverk som kunde vara lampligt. Utifran G.
Stylianides ramverk utformades en pilotstudie for att testa lampligheten. I
pilotstudien applicerades ramverket pa ett antal utvalda uppgifter fran ytterligare en
larobok, Matematik M4 (2013). Aven denna ldrobok ar 4mnad for matematikkurs 4
pa gymnasiet. Detta gjordes for att pilotstudien inte skulle undersoka exakt samma
uppgifter som den riktiga studien &mnade undersoka. De utvalda uppgifterna bestod
av var tionde uppgift i Matematik M4. Uppgifterna delades in i tvd kategorier,
bevisforingsuppgifter samt icke-bevisforingsuppgifter. Detta steg genomférdes en och
en, for att sedan kunna jamfoéra om vi kodat uppgifterna lika. Vid jimforelsen
diskuterades de uppgifter som inte kodats lika (10 av 160 uppgifter), och det beslots
vilka uppgifter som var bevisforingsuppgifter. Efter det, kodades alla beslutade
bevisféringsuppgifter vidare enligt ramverket, &ven detta utférdes en och en. Aterigen
diskuterades kodningen och slutsatser drogs. Slutsatserna av pilotstudien var att G.
Stylianides ramverk var lampligt for studien men att vissa modifieringar krivdes.
Notera att vi har 6versatt G. Stylianides ramverk i denna studie. Bland annat visade
pilotstudien att det var svért att sarskilja pd komponenterna rationale” och
’demonstration” samt “empiriskt argument” och ”exemplifiering” eftersom graden av
bevisforing var svar att definiera. Detta stimmer Gverens med Davis (2012), som
ocksd ansag att “rationale” var svartolkat. P4 grund av detta bestimdes det att
komponenterna “rationale” och “demonstration” skulle sammanfogas till en
komponent “bevisféring” och att komponenterna “empiriskt argument” och
“exemplifiering” skulle sammanfogas till en komponent “exemplifiering”. En annan
forandring 4r sammanfogandet av syftena “verifiering” och “falsifiering”.
Motiveringen till detta ar att samtidigt som man verifierar ett pastdende falsifieras
det motsatta pastiendet. Darfor ansdg vi att det var mer logiskt att ha dessa tv4 syften
samlade i ett syfte "verifierande/falsifierande”. En annan modifiering vi gjort, vilken
aven Davis (2012) anvint, ar inférandet av en ytterligare aktivitet "hypotesprovning”.
Detta gjordes eftersom vissa uppgifter i pilotstudien inneholl delar dir eleven
forvintades testa en redan given hypotes, medan eleven i vissa andra uppgifter
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istallet forvantades skapa en egen hypotes. Vi ville med det firdiga ramverket kunna
skilja pa dessa tva typer av uppgifter.

Nar ramverket hade reviderats efter pilotstudien anvindes det sedan som
analysverktyg. I denna del ges forst en Gverblick av ramverket (figur 2) och sedan
beskrivs de olika delarna djupare.

s e Styrka matematiska
Bevisforings- Utfira matematiska generaliseringar pastaenden
uppgifter

iviteter Identifiera ett Formulera en Privaen Utforma ett bevis eller
monster hypotes hypotes fora ett resonemang
|
Dimension 1 Kan vara: = Hypotes- | Kan vara:
= Tankbart monster | = Hypotes provmng B Bevisforing
Komponenter hos ell genom |
bevisforingsuppgifter. Tl . eller
= Bestdmt minster ] B Exemplifiering
vars syfte vars syfie ] vars syfie
B E 1 pEmm——
L 2 E 3 4
Dimension 2 Kan vara: Kan vara: Kan vara:
L} Hypo_j:es— B Bev is: 8 Forklarande
Syftet med foregangare foregangare och/eller
komponenternai eller elier 8 Verifierande eller
. . i ) fFalsi
dimension 1 = Ej Hypotes- = Ej Bevis- alsifierande
foregdngare firegingare och/eller
B Kunskapsalstrande

Figur 2. Oversikt av ramverket

I ramverket syns att en bevisforingsuppgift kan bestd i att uiféora matematiska
generaliseringar eller styrka matematiska pdstdenden. Sedan listas de aktiviteter
som utfors vid bevisforingsuppgifter. Dessa aktiviteter ar att: identifiera ett monster,
Jormulera en hypotes, prova en hypotes och utforma ett bevis eller fora ett
resonemang. Den tredje aktiviteten, préva en hypotes, ar en aktivitet som inte
aterfinns i G. Stylianides (2009) ramverk, utan ir en av de fordndringar som utforts.
Ramverket ar uppdelat i tvd dimensioner. Den forsta dimensionen bestir av
komponenterna som bygger upp bevisforingsuppgifter. Aktiviteterna ar kopplade till
respektive komponenter i dimension 1. I dimension 1 sérskiljs viktiga egenskaper
med hjidlp av komponenterna. Den andra dimensionen beskriver syftena med
komponenterna i dimension 1 och fungerar kompletterande. Med detta menas att en
viss komponent i dimension 1 bara kan leda till vissa syften i dimension 2 som figur 2
visar. Viktigt att notera &ar ocksd att en bevisforingsuppgift kan innehélla
komponenter frin flera aktiviteter och ddrmed ocksd ha flera syften. I slutet av
dataanalysdelen visas hur ramverket anvénts pa en bevisforingsuppgift frdn bockerna
for att ytterligare fortydliga.

Aktiviteten identifiera ett monster, dess komponenter och syften

En grundldggande aktivitet for en bevisforingsuppgift ar att kunna identifiera ett
monster. Ett monster kan i detta ramverk klassificeras som antingen komponenten
bestamt monster, da endast ett unikt monster kan hittas utifrdn uppgiftens kontext,
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eller komponenten tdnkbart monster, da det finns flera majliga monster att finna och
som kan passa in i uppgiftens kontext. Ett exempel dar komponenten bestdmt
monster kan ses ar:

Om du delar ett pappersark pd mitten och staplar halvorna i en hog och delar dessa
(och fortsétter med staplingen och delningen), vilket monster kan du d& se gillande
antalet pappersbitar efter varje delning?

Monstret blir som féljer: 2,4, 8,16, _, _

I detta exempel kan endast ett monster passa utifrdn kontexten, det vill siga talen &r
potenser av 2 och de foljande tva talen kan endast vara 32 och 64. Ett tinkbart
monster syns istillet i féljande exempel:

Vilka dr de tva foljande talen i denna talfoljd?
2) 4) 8 ) e )

Har kan flera mojliga monster passa. De tvé talen kan vara 14 och 22, om monstret
for varje tal a, beskrivs med a,_; + 2(n — 1) dir a, = 2. Talen kan ocksi vara 16 och
32, om monstret beskriver potenser av 2. Matematiskt sett, kan monstret ha oéndligt
manga tdnkbara fortsattningar. Komponenterna i denna aktivitet kan ha tva syften.
Antingen ger de upphov till en hypotes eller inte. Detta bendmns i dimension 2 som
hypotesforegangare respektive ej hypotesforegdngare.

Aktiviteten formulera en hypotes, dess komponent och syften

En hypotes kan vara ett matematiskt samband eller ett péstdende som ir sant eller
falskt. En hypotes kan formuleras utifrdn ett identifierat monster, eller andra
observationer. Denna aktivitet har endast en komponent i dimension 1, hypotes, som
i sin tur kan ha tvd olika syften i dimension 2, bevisforegdngare eller ej
bevisforegdngare. En hypotes kan alltsd antingen std till grund for ett bevis eller
limnas utan vidare bevisforing.

Aktiviteten prova en hypotes, dess komponent och syften

Den hir aktiviteten lades till i ramverket eftersom hypoteser i vissa fall redan ar
formulerade, och endast ska provas, det vill siga visas sanna eller falska. Detta
innebér att komponenten hypotesprévning i dimension 1 alltid kommer att provas
genom ndgon av komponenterna i aktiviteten utforma ett bevis eller fora ett
resonemang. Det klargors med en pil i figur 2. Detta leder ocks3 till att syftena for
komponenten hypotesprovning ar desamma som for komponenterna i aktiviteten
utforma ett bevis eller fora ett resonemang.

Aktiviteten utforma ett bevis eller fora ett resonemang, dess
komponenter och syften

I dimension 1 for den har aktiviteten listas komponenterna bevisforing och
exemplifiering. Komponenten bevisforing innebér att eleven visar ett pdstdende med
hjalp av ett resonemang som kan tolkas som bevis. Komponenten exemplifiering ar
da eleven istillet uppmanas att troliggora ett pastdende med hjilp av ett eller flera
exempel. Komponenternas syften i dimension 2 ar i denna aktivitet annorlunda
jamfort med tidigare aktiviteter. Syftet med bevisforing eller exemplifiering kan vara
att ge en forklaring till ett matematiskt begrepp och/eller verifiera alternativt
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falsifiera ett pastidende och/eller ge upphov till ny kunskap. Dessa syften kallas for
forklarande, verifierande/falsifierande samt kunskapsalstrande. Notera dven att
komponenterna i denna aktivitet kan ha flera av dessa syften samtidigt. Med det
férklarande syftet menas att ett bevis eller resonemang sjalvt kan ge upphov till en
forklaring till varfér det méste stimma. Med kunskapsalstrande menas att ett bevis
eller resonemang bildar ny kunskap som eleven ej kint till tidigare. Tolkningen av
dessa syften ar inte helt sjdlvklara. Nar vi kodar uppgifter med ramverket méste vi se
pé uppgifterna ur elevernas synvinkel for att syftena ska bli korrekt kodade. Som
tidigare ndmnt, skriver Hemmi (2006) att om ett bevis &r forklarande eller ej beror
dels pé bevisets komplexitet och dels pa personens erfarenhet.

4.3. Dataanalys

Gillande ramverket for forskningsfraga 1, borjade vi med att dela in alla teoriavsnitt i
de tidigare naimnda &mnesomradena. Sedan satte vi oss enskilt med en larobok i taget
och gick igenom varje teoriavsnitt stodfraga for stodfrdga. Nar vi hittade nigot som
svarade pa en stodfraga gjorde vi en notering vilken sida det var och vad det var som
var intressant pa den sidan. Nir detta hade gjorts for samtliga teoriavsnitt i bida
bockerna letade vi ocksd (fortfarande enskilt) efter skillnader och likheter mellan
larobockerna. Efter det, satte vi oss tillsammans och sammanfogade de anteckningar
vi fatt i ett sammanstillt dokument, vilket gjorde att vi kunde fa en battre dataméngd
att ha som grund for resultaten. Vi gick sedan igenom det dokumentet och
undersokte vad som kunde klassificeras (enligt Hemmis modell) som
osynligt/synligt, induktivt/deduktivt och sé vidare.

Vid ramverket for forskningsfréga 2 borjade vi med att tillsammans skriva upp och
amnesomradesindela alla uppgifter i bada ldrobdckerna. Sedan undersékte vi varje
uppgift for att se om det var en bevisféringsuppgift. Detta utfordes enskilt. En uppgift
riaknades som en bevisforingsuppgift om den innehdll minst en av de fyra
aktiviteterna i ramverket (se figur 2). Nar vi gjort detta jamforde vi om vi hade kodat
lika, och diskuterade kring de uppgifter vi inte kodat lika och bestimde om de skulle
raknas eller inte. Vi dndrade ocksd uppfattning kring tva typer av uppgifter som vi
forst hade tiankt skulle raknas. Den forsta var att vi inte kommer att rdkna uppgifter
av typen: "Visa att x ar en losning till differentialekvationen y” som bevisforings-
uppgifter eftersom den typen av uppgifter ar en slags fardighetsévning innehéllande
derivata och blir mekaniskt raknande. Det andra som bestdmdes var att Exponents
“reflektera och diskutera”-uppgifter inte skulle raknas som bevisforingsuppgifter.
Detta eftersom de visade sig vara instuderingsfragor dar eleven alltfor enkelt skulle
kunna motivera sina svar med: “Eftersom det star i teoriavsnittet”. Efter alla
bestdmmelser kring vilka uppgifter som skulle riknas borjade vi dterigen att enskilt
koda varje uppgift vidare med hjialp av ramverket. Forst undersoktes vilka
komponenter som ingick i uppgiften (dimension 1), och sedan vilka syften dessa
komponenter hade (dimension 2). Detta gjordes for varje uppgift i larobockerna och
sedan jamforde vi var kodning igen, precis som tidigare. De uppgifter som inte kodats
lika gick vi tillbaka till i larobdckerna och tittade pé tillsammans. Vi férde argument
for varfor uppgiften 1 frdga inneholl en viss komponent eller varfor en komponent
hade ett visst syfte och enades i slutet om hur den skulle kodas. Den sammanstillda
kodningen stér till grund for vara resultat.
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Processen for detta ramverk kan ses s har:

Amnesomradesindela och lista uppgifterna (tillsammans).

Undersok om de ar bevisforingsuppgifter (enskilt).

Jamfor kodningen och bestdm vilka uppgifter som ska raknas (tillsammans).
Undersok vilka komponenter (dimension 1) varje bestimd uppgift har
(enskilt).

5. Undersok vilka syften (dimension 2) dessa komponenter har (enskilt).

6. Jamfor kodningen och diskutera hur uppgifter ska vara kodade (tillsammans).

call o

Nedan ges ett exempel pa hur uppgift 37 och dess 9 deluppgifter pa sidan 218 i
Exponent har kodats med hjilp av ramverket. Notera igen att med hinsyn till
definitionen av en analysenhet rdknas detta som 9 uppgifter. Uppgifterna ir
formulerade s& har:

Figuren visar en rektangel och en potensfunktion y =x™,x >0 och n >0 i ett
koordinatsystem. Grafen till potensfunktionen delar rektangeln i tvA omriden med
areorna A; och A,. Du ska undersoka forhéllandet mellan areorna A, och A,.

a) Sittn = 2 och undersok for nagra olika vdrden pa c vad kvoten 4, /4, blir.
b) Formulera en slutsats.

c) Visa att din slutsats giller for alla virdenpa cnirn =2. y

d) Satt ¢ =1 och undersok for négra olika virden pa n vad 1}' y=x"
kvoten A, /A, blir. 3 ;

e) Formulera en slutsats. ) A, J}r:

f) Visa att din slutsats géller for alla virden pd n nir ¢ = 1.

g) Lat bdde c och n variera och undersck vad kvoten 4, /A4,
blir.

h) Formulera en slutsats.

i) Visa att din slutsats géller for alla virden pa ¢ och n. N

»

O dmmed e

L]

[y

Uppgift a) dr en bevisforingsuppgift eftersom den innehéller aktiviteten identifiera
ett monster. Dess komponent (dimension 1) ar ett bestimt monster, eftersom eleven
soker efter ett specifikt monster som passar in hér. Det bestimda monstrets syfte ir
att fungera som en grund till en hypotes, som ses i uppgift b). Darfor kodas den i
dimension 2 som hypotesforegingare.

Uppgift b) dr en bevisforingsuppgift eftersom den innehaller aktiviteten formulera en
hypotes. Dess komponent i dimension 1 blir alltsd hypotes, vars syfte (dimension 2)
ar att fungera som grund till ett bevis, som ses 1 uppgift ¢) och kodas alltsd som bevis-
foregingare.

Uppgift ¢) dr en bevisforingsuppgift eftersom den innehaller aktiviteten utforma ett
bevis eller fora ett resonemang. I dimension 1 kodas den som bevisféring, eftersom
uppgiften instruerar eleven om att visa att slutsatsen alltid giller, till skillnad fran
exemplifiering, dar eleven endast skulle behdva visa négra exempel dir den stimmer.
Syftet med komponenten dr hir att verifiera en slutsats, och kodas alltsi som
verifierande eller falsifierande. Bevisforingen i sig har dock inte nigot forklarande
syfte varfor slutsatsen stimmer, och ger inte heller upphov till nigon kunskap som
eleven inte hade tidigare, darfor kodas den inte som forklarande eller kunskaps-
alstrande i dimension 2.
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De ovriga uppgifterna kan kodas pa samma sédtt som uppgifterna a), b) och c) och det
visar sig att a), d) och g) kodas exakt lika, b), ) och h) kodas exakt lika och ¢), f) och
i) kodas lika i detta fall. Notera dven att detta var uppgifter som endast hade en
komponent i dimension 1. Detta &r inte alltid fallet, en uppgift kan inneh3lla flera
komponenter i dimension 1 som vardera har sina syften i dimension 2.

4.4. Studiens tillforlitlighet

Eftersom vi anvinder en vanligtvis kvantitativ metod men pd ett kvalitativt sitt,
betraktas studiens tillforlitlighet pé ett lite speciellt satt. Bryman (2011) skriver att
tillforlitlighet bestar av fyra delkriterier: troviardighet, 6verforbarhet, palitlighet och
mojlighet att styrka och konfirmera. Nar det géller trovardighet skriver Bryman att
nir studien beskriver en social verklighet méiste resultatens trovirdighet vara
acceptabla i andra ménniskors 6gon. Studiens tolkningar av innehéllet i larobockerna
ska vara acceptabla. Eftersom vi forst analyserade bockerna en och en och sedan
sammanstéllde och jaimforde vara analyser gillande bada véra frigestillningar ger
det en viss triangulering. Det vi sdg var att vara analyser till stor del 6verensstimde
med varandra men skilde sig at i vissa punkter. Vi gjorde en statistisk kontroll 6ver
hur lika vi tolkade uppgifterna och ddrmed hur lika vi tolkade ramverket. Resultatet
visade att vi var overens kring bevisforingsuppgifterna till ungefiar 95 %. Efter att vi
diskuterat de uppgifter vi inte var Gverens om enades vi om hur vi skulle tolka
resultatet. Detta 0kar studiens trovardighet och i sin tur dess tillforlitlighet.

4.5. Etiska principer

Hér presenteras de etiska stidllningstaganden studien gjort, utgdende fran de fyra
grundkrav, informationskravet, samtyckeskravet, konfidentialitetskravet och
nyttjandekravet som Vetenskapsradet (2002) beskriver.

Eftersom studien &r en litteraturstudie finns inga uppgiftslimnare eller
undersokningsdeltagare som behover informeras om studiens syfte. Informations-
kravet handlar om att informera uppgiftslimnare och undersékningsdeltagare om
villkoren for deras deltagande och forklara att deltagandet ar frivilligt. Beaktan har
tagits till om laroboksforfattare eller forlag bor kontaktas innan publicering men vi
har inte funnit det nédvandigt eftersom den eventuella kritik mot béckerna som vi
framfor inte dr av sadan karaktir att det bor paverka upphovsmakarna. Daremot vill
vi uppmarksamma forlagen pé att undersékningen gjorts eftersom den kan bidra till
utveckling av larobockerna.

Samtyckeskravet blir inte heller vidkommande for var studie eftersom vi inte har
nagra uppgiftslimnare eller undersokningsdeltagare. Vetenskapsridet (2002)
beskriver detta krav som att uppgiftslimnare har ritt att bestimma Gver sin egen
medverkan.

Eftersom vi inte hanterat ndgon kanslig information eller personuppgifter om négra
personer i studien ar inte heller konfidentialitetskravet aktuellt. Vetenskapsradet
(2002) forklarar detta krav med att alla kinsliga uppgifter och personuppgifter kring
uppgiftslamnare och undersokningsdeltagare ska behandlas varsamt, samt att
forskare bor skriva pa tystnadsplikt om det behovs. All insamlad data och
offentliggjord data ska behandlas sd att ingen deltagares identitet kan rojas.
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Nyttjandekravet handlar om att all insamlad data bara far anvandas till vetenskapliga
andamal och ej anvindas i kommersiellt bruk. Vir studie kommer endast att
anviandas i vetenskapliga dndamal.

5. Resultat

Studien redovisar resultaten i tvd huvuddelar, en del for forskningsfraga 1, hur bevis
hanteras i ldrobockernas teoriavsnitt och en del for forskningsfriga 2, i vilken
utstriackning bevisforingsuppgifter aterfinns i lirobéckerna och hur de ar uppbyggda.

5.1. Bevishantering i larobockernas teoriavsnitt

I den hir delen presenteras resultaten i dtta separata delar, som delats in efter de
tidigare ndimnda dmnesomradena som valdes utifrin kursplanen och innehallet i
larobockerna. Innehéllet i de sex forsta delarna ar sjalvklart, men de tv3 sista delarna,
bevisforingsmetoder och Ovriga dmnesomridden, kommer att behandlas lite
annorlunda. Amnesomridet bevisforingsmetoder ar speciellt eftersom det handlar
om just metoder for bevisforing. Darfor beskriver studien resultaten lite djupare i den
delen jamfort med andra dmnesomrdden. Delen Ovriga @mnesomriden ir ocksi
speciell eftersom studien dar beskriver ndgra av de teoriavsnitt som inte platsat i
nagot av de andra &mnesomradena.

Trigonometri

I Exponent introduceras begreppen sinus, cosinus och tangens med hjilp av en
ratvinklig triangel, och ges som trigonometriska samband mellan en av triangelns
spetsiga vinklar och tva av dess sidor. I kapitlets inledning refererar boken tillbaka till
Matematik 1c, dir begreppen definierats och Matematik 3¢, dir areasatsen,
sinussatsen och cosinussatsen anvénts. Sambanden ges dock i denna bok utan nigon
vidare definition, och introduceras som: ”Frén den ritvinkliga triangeln har vi
foljande trigonometriska samband:” (s. 12). Det drojer dock inte linge forran de
trigonometriska sambanden sinus och cosinus ocksd uttrycks som en punkts
koordinater pa en enhetscirkel och laroboken refererar tillbaka till matematik 3¢ dér
enhetscirkeln infordes. Exponent definierar sedan trigonometriska ettan (vilket ar
konstigt, eftersom trigonometriska ettan ir en sats, och ej nigot som definierats).
Ménga trigonometriska samband ges genom att liroboken forst med hjilp av
enskilda exempel konstaterar att det verkar stimma och sedan skriver ut sjilva
sambandet, ett induktivt sitt att visa det pa. Det finns dock dven mer deduktiva
processer i ldroboken, det vill sdga, mer formella bevis, dir laroboken steg for steg
guidar lasaren till slutsatsen. Detta kan ses i Exponent pé sida 17, dar additions- och
subtraktionsformlerna for sinus och cosinus ska visas. Det kallas dock inte for bevis,
utan laroboken skriver istdllet om “hérledningar”. Ménga av teoriavsnitten anvander
tidigare harledningar for att visa nya formler och samband, exempelvis dubbla
vinkeln.

Matematik 5000 borjar pa precis samma sitt som Exponent med att repetera viktiga
trigonometriska begrepp och samband och visar sedan nigra exempel dir de
anviands. Likt Exponent refererar liroboken ocksé tillbaka till tidigare matematik-
kurser da en del begrepp tas upp. Till skillnad frdn Exponent skriver boken ut att det
ar en definition d& de beskriver de trigonometriska funktionerna med hjilp av
enhetscirkeln. Matematik 5000 ger ett antal tips till eleverna rorande bevis och
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resonemang. Exempelvis forklarar boken om hur férkortningarna V.S.V. (vilket skulle
visas) och V.S.B. (vilket skulle bevisas) anviands (s. 16) och att det kriavs olika
strategier for att losa “visa att” — uppgifter (s. 18). P4 sidan 21 skriver boken
dessutom om att de vanligaste sambanden, satserna och formlerna kan vara bra att
kunna utantill och att det kan vara lattare att minnas om man kanner till varifrdn de
kommer och hur de hinger ihop. Boken uppmanar eleverna att lisa igenom
harledningar och motiveringar en extra géng. Ytterligare ett exempel dar Matematik
5000 ger tips till lasaren kan ses senare pa sidan 81 déar boken skriver om vikten av
att behirska bade algebraiska och grafiska 16sningsmetoder.

Funktioner

Inom det har amnesomradet anger Exponent definitioner i informationsrutor nir de
skriver om sammansatta och inversa funktioner. Men det finns ocksd definitioner
som ges i den l6pande texten, exempelvis da de skriver om absolutbeloppsfunktionen
pa sidan 83. Dar inleder boken forst med att skriva: "Absolutbeloppet av talet a
definieras enligt foljande [...]” och fortsitter senare med: "Absolutbeloppet kan ocksi
definieras som en funktion t.ex. f(x) = |x| vars graf ser ut s har:”. Ytterligare
exempel pa detta (inom dmnesomradet funktioner) kan ses pé sidan 85 dir boken
behandlar begreppet lokal extrempunkt. Dar refererar boken tillbaka till Matematik
3c och skriver att “Enligt definitionen pa lokal extrempunkt finns det tre
mojligheter:”. En annan sak som ar viard att ndmna ar den informationsruta som
finns pd sidan 89. Rutan ligger efter teorin och exemplen och beskriver samband
mellan polynomgradtal och olika sorters asymptoter:

”Beroende pa det inbordes forhallandet mellan graderna for polynomen

p(x) och q(x) kan funktionen f(x) = 5—%—; ha olika asymptoter.

= Om tiljarens grad ar lagre dn nimnarens grad har funktionen x-
axeln som asymptot.

=  Om tdljarens grad och ndmnarens grad ar lika har funktionen en
vagrat asymptot.

=  Om tdljarens grad ar exakt en enhet hogre dn ndmnarens har
funktionen en sned asymptot.”

Detta dr ytterligare ett exempel péa hur innehéllet i informationsrutorna i Exponent
varierar, men ar dven intressant eftersom innehéllet inte presenteras som en sats. P4
sidan 95 presenteras faktorsatsen och restsatsen, och ldroboken skriver for forsta
gangen ut medfoljande bevis som av laroboken faktiskt kallas for bevis. Det ar ocks3
forsta gaingen ndgonting presenteras som en sats.

I Matematik 5000 skriver boken pé sidan 116 om vixande och avtagande funktioner.
Likt Exponent finns dven har definitioner i den l6pande texten. Laroboken skriver till
exempel: “Enligt denna definition dr den vénstra grafen [...]” (s. 116) och refererar
med “denna definition” till en tidigare text. De skriver ocksd: "Anta att vi har en
”sndll” funktion som har en sammanhangande graf som vi kan derivera 6verallt.” (s.

117).
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Derivata

Exponent foljer en sirskild struktur gillande teoriavsnitt inom det har
amnesomradet. Forst ges en inledande text kring dmnet, sedan skriver boken om
vilka bevisade standardgrinsviarden, tidigare bevisade satser och eller annan
information som kommer att anvéndas i beviset, vilket f6ljs av en formulerad sats och
till sist sjilva beviset. Ett exempel pa den strukturen kan ses pa sidorna 134-135 da
boken skriver om derivatan av de trigonometriska funktionerna sinus och cosinus.
Inledningsvis skriver boken att den ska underséka derivatan av de trigonometriska
funktionerna och bérjar med att grafiskt uppskatta derivatan av sinus. Detta
resonemang troliggor att derivatan av sin x ar cos x, men det ricker inte for att bevisa
det. Direfter gar boken vidare med att skriva vilken annan information som behévs (i
detta fall ett par standardgrinsvirden som visades i tidigare kapitel, samt
additionsformeln for sin (u + v)). Sedan formuleras en sats och beviset utfors stegvis,
som till sist leder fram till en slutsats. Denna struktur kan ses i varje teoriavsnitt
inom det hiar amnesomrddet och anvénds i teoriavsnitten for exempelvis: derivatan
av exponentialfunktionen, derivatan av logaritmfunktionen, produktregeln och
kvotregeln med mera.

Upplédgget i teoriavsnitten rérande derivata i Matematik 5000 skiljer sig fran
Exponents uppliagg. I Matematik 5000 ar det vanligt att boken forst beskriver ett
eller flera exempel, foljt av ett allmént resonemang som leder fram till slutsatsen.
Detta kan ses bland annat i teoriavsnitten som handlar om derivatan av sammansatta
funktioner pé sidan 78. Dar ges forst ett exempel foljt av meningen: "Detta resultat
kan ocksd troliggoras med ett allmént resonemang: ” (s. 78). Liknande uppligg syns
ocksd di boken behandlar kvotregeln. P4 samma sétt ges forst ett exempel, och
darefter skriver boken: P4 samma sitt hirleder vi en allmén formel for derivatan av
en kvot.” (s. 108). Det ar ocksé virt att namna att Matematik 5000 till skillnad frin
Exponent, inte bendmner de olika skedena i boken som satser eller bevis. Detta kan
ocksa ses i de citat som redan ndmnts, dar Matematik 5000 istillet anvinder ord
som “hérledning” eller "allmént resonemang”.

Differentialekvationer

Detta amnesomrade behandlas endast pa ett fatal sidor i lirobockerna. Det finns bara
ett teoriavsnitt i vardera bok, och ingendera tar upp ndgot bevis. I Exponent skriver
boken dock att: "Man kan visa foljande samband mellan en differentialekvation och
dess l6sning:” (s. 153) och listar nigra samband i en informationsruta.

Integraler

Strukturen som Exponent hade inom dmnesomradet derivata aterfinns inte nir
laroboken istéllet behandlar integraler. Det finns inga bevis eller satser (enligt
laroboken) ndgonstans. Istéllet ges mycket information direkt i informationsrutor,
ibland helt utan eller med minimal motivering i form av text. P4 sidan 172 finns
exempelvis en ruta som beskriver sex vanliga egenskaper hos integraler, eller som
laroboken uttrycker det “regler for integralberakningar som &r bra att kunna” (s. 172).
Ett exempel pd nidr det saknas motivering kan ocksd ses i teoriavsnittet for
normalfordelning pa sidorna 192-193. Precis i borjan av teoriavsnittet skriver
liroboken: "Den allménna normalf6érdelningen har tathetsfunktionen:” (s. 192) och
ger lasaren funktionen utan att ha gett ndgon som helst motivering till varfér den ser



21

ut som den gor. Informationsrutornas placeringar varierar, och en av de mer
avvikande placeringarna var en ruta som var placerad efter alla 6vningsuppgifter.
Rutan finns pa sidan 173 och tar upp skillnaden mellan en bestdmd och en obestimd
integral, nigot som kan tyckas vara visentlig kunskap for eleverna. Denna sorts
placering, att lista visentlig information i sma rutor efter Gvningsuppgifterna, syns
dven tva ganger inom dmnesomradet komplexa tal.

Aven i Matematik 5000 finns mycket av informationen att himta i rutor, men
Matematik 5000 har aningen mer motivering for den givna informationen.
Exempelvis har Matematik 5000 precis som Exponent en ruta med egenskaper hos
integraler, men skriver innan rutan: "En integral kan visas ha f6ljande egenskaper:”
(s. 147) vilket kanske uppmarksammar lasaren pé att det som stér i rutan méjligtvis
ar bevisade pastidenden som inte bara ir tagna ur luften. Detta gr 4ven att jaimfora
da larobockerna presenterar normalférdelningens tédthetsfunktion. Precis som i
Exponent listar Matematik 5000 normalfoérdelningens tithetsfunktion utan nigon
motivering, men skriver direkt efterat: "Hur man hittar denna funktion ligger utanfor
denna kurs men vi kan anvinda den for att berdkna olika sannolikheter for
normalfordelat material.” (s. 154). En annan speciell punkt att ta upp #r att
Matematik 5000 av ndgon anledning avslutar integralkapitlet med en historikdel p4
sidan 164, dar laroboken skriver om Riemannsummor och integralens definition,
ndgot som kanske skulle ha varit till stérre nytta i inledningen av integralkapitlet.

Komplexa tal

Inom det hir &mnesomradet ger Exponent mer motivering till den information som
aterfinns i rutorna. I de flesta fall ger boken en motiverande text med exempel och
bilder, som sedan leder fram till ett samband. Det kan knappast klassas som bevis,
och boken skriver till och med ibland att: ”Beviset ldimnas som 6vning” (s.248). Detta
fenomen finns dock &ven inom trigonometrin dar det till exempel stir:
“Harledningarna far du gora som en 6vning.” (s. 17). Som namnt tidigare finns det
dven i detta amnesomréde vid tva tillfillen, informationsrutor som &r placerade efter
ovningsuppgifterna, pa sidorna 238 och 243. P4 sidan 238 formuleras innehéllet s
hiar: "Omz =r(cosv+isinv)sdarz =r(cosv —isinv) ochargzZ = —argz.” vilket
redan av meningsuppbyggnaden ("om x s y”) antyder att det handlar om en sats,
men den betecknas inte som detta av boken. Pa sidan 250 introduceras de Moivres
formel. Enligt kursplanen ska eleverna hantera anvindningen och beviset av de
Moivres formel men i boken finns inget listat bevis, endast ett kort resonemang. Det
ar ocksd konstigt att Exponent forst behandlar de Moivres formel for att direfter ha
ett teoriavsnitt om Eulers formel, vilken istillet kunde ha introducerats forst for att
sedan kunna anvindas i ett bevis av de Moivres formel.

Matematik 5000 ger definitioner vid tre tillfillen inom detta &mnesomride. Bland
annat definierar liroboken den imaginira enheten i pé sidan 180 och komplexa tal i
polédr form pa sidan 193. P4 samma sétt som Exponent borjar Matematik 5000 med
att introducera de Moivres formel, och i teoriavsnittet efter det, Eulers formel. En
annan likhet med Exponent ar att laroboken vid introduktionen av de Moivres formel
endast ger ett resonemang, eller som Matematik 5000 uttrycker det: “hérledning”.



22

Bevisforingsmetoder

Detta dmnesomrade ar speciellt eftersom det handlar om just metoder for
bevisforing. Larobockerna behandlar samma tre olika bevisféringsmetoder: “direkt
bevis”, “indirekt bevis” och “motsdgelsebevis”. Dessa metoder behandlas, i bada
larobockerna, i den ordning som de nyss listades. Delarna som handlar om
bevisforingsmetoder dr dock placerade i olika kapitel i larobockerna. I Exponent
aterfinns bevisforingsdelen i kapitel 3 (bevisféring och standardgransviarden) dar del
3.1 behandlar bevisforingsmetoder och resten av kapitlet behandlar standard-
gransviarden (som ses som Overkurs). I Matematik 5000 diaremot, Aaterfinns
bevisforingsdelen i det forsta kapitlet (trigonometri och formler), i del 1.3. I féljande
stycken beskriver studien forst hur ldrobockerna inleder delen som handlar om
bevisforingsmetoder, och sedan om hur bockernas respektive teoriavsnitt behandlar
de tre bevisforingsmetoderna “direkt bevis”, "indirekt bevis” och "motsigelsebevis”.

Inledande delar

Exponent behandlar inledningsvis begreppen sats, bevis, definition och axiom och
forklarar att de ar begrepp som hjélper till att bygga upp matematiken. Det finns en
kort aterkoppling till tidigare matematikkurser men boken fokuserar mer pd att
papeka bevisforing som viktigt eftersom det finns med i amnesplanen. Den inledande
texten uppmanar eleven att utféra bevis steg for steg och forklarar att svarigheten
oftast ligger i omfattningen av beviset och inte i varje enskild logisk del. I Exponent
beskrivs att bevisforingen ofta borjar med ett antagande. Processen beskrivs sahar:

"Sedan anviands en lamplig metod for att med hjalp av definitioner,
tidigare satser och logiska slutsatser, visa att det leder fram till ett sant
pastdende.” (s. 110)

Exponent skriver ocksa “att forstd bevis ar grunden for att sjalv kunna utfora bevis”
(s. 110), samt att elevens problemldsnings-, kommunikations- och resonemangs-
formagor utvecklas av att de studerar och utfor bevis.

Matematik 5000 inleder pé ett liknande sitt och skriver om begreppen bevis, logik,
implikation, ekvivalens och direkt bevis. Boken listar antagande och slutsats, och
kallar dem for péstdendena P och Q. Matematik 5000 skriver ocksd i ett stycke
“allmant om bevis”, och forklarar att bevis dr viktiga inom matematiken och att
bevisade satser hjilper att fora matematiken framat. Det finns dven ett stycke om
logik, dar de skriver om logik som slutledningskonst, vilket tillsammans med det
foregdende stycket syftar till att svara lite pa varfor bevis behovs.

Direkt bevis

I teoriavsnittet som behandlar direkta bevis inleder Exponent med att forklara
uppbyggnaden av ett bevis. Det vill siga att vi har ett antagande A och ett pastdende P
foljt av instruktionen (uppgiften) att visa implikationen A = P (4 medfor P). De

resonerar sedan kring hur vi kan avgora om P ar sant eller €j, och foreslar forst att vi
kan testa med olika fall. Dessvarre finns det oandligt ménga fall och boken foreslar
istdllet att eleven ska leta efter vad det ar (vilka egenskaper) som medfor att
pastdendet stimmer. Efter detta skriver Exponent om en fyrpunktsmetod for att
genomfora bevis och 16sa problem, som ar tagen frén en bok skriven av en professor i
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matematik (George Polya). De fyra stegen ar: Forstd problemet, gor en plan,
genomfor planen, se tillbaka. Efter detta foljer ett exempel dir boken visar att
kvadraten pd ett udda tal &r udda och &ven hur eleven kan anvéinda fyrstegsmetoden.
Exponent anvinder fyrstegsmetoden i alla tre exempel inom det har imnesomradet.

I Matematik 5000 borjar teoriavsnittet om direkt bevis med ett exempel dir boken
visar att kvadraten pa ett jimnt tal dr delbar med 4. Liroboken utgir frin ett
antagande P som é&r ett pdstdende och har dven en slutsats Q, vilken ocksj ir ett
péstaende. Sedan forklarar boken att uppgiften ar att visa att slutsatsen dr sann, det
vill sdga att P = Q. Efter exemplet kommer tvd exempeluppgifter. I den forsta

repeteras endast begreppen implikation och ekvivalens. Den andra utgir frin satsen
”Ett jamnt tal och ett udda tal har en produkt som ar ett jamnt tal” (s. 27) som ska
undersokas av eleven. Det finns tre deluppgifter "Undersck satsen med nigra
exempel”, "Bevisa satsen med ett direkt bevis” och "Géller satsens omvindning?”. En
skillnad frdn Exponent ar att Matematik 5000 inte anvinder George Polyas
fyrstegsmetod inom amnesomradet bevisforingsmetoder. Diaremot anvinds den i
andra delar som Matematik 5000 benamner “tillampningar och problemlosning”.

Indirekt bevis

Vid indirekt bevis inleder Exponent genom att forklara hur péstiendet “det &r
sommarlov” P har ett motsatt pastdende “det ar inte sommarlov” =P och forklarar att
de inte kan vara sanna samtidigt. Sedan utbkas begreppet och anvinds i
implikationen “om det dr sommarlov P, ir jag ledig frdn skolan Q”. Nu forklarar
boken att pa liknande sitt som tidigare har denna implikation en omviand negerad
implikation “om jag inte ar ledig frén skolan —Q, dr det inte sommarlov —P” men
forklarar ocksd att implikationerna ar ekvivalenta. Boken visar hur detta uttrycks
med matematiska symboler och forklarar att det gir att visa den omvinda
implikationen istillet eftersom implikationerna &r ekvivalenta. Efter detta gir
Exponent igenom ett exempel dar det visas att om kvadraten pé ett heltal ir ett jimnt
tal, maste det ursprungliga talet vara ett jimnt tal. Aterigen anvinder Exponent
George Polyas fyrstegsmetod nar exemplet ges.

Matematik 5000 forklarar att utgdngspunkten vid indirekt bevis ir att anta att det
som ska bevisas ar falskt och sedan visa att antagandet d& ocksi maiste vara falskt.
Matematik 5000 skriver att det ofta dr praktiskt att anvinda motsatsen till ett
pastdende P, samt forklarar hur det skrivs med symboler och hur det utlises. Sedan
fortsdtter boken och hivdar att det med grundldggande logiska regler kan visas att:

-Q =P © P = Q. Sedan foljer ett exempel dir de borjar med att anta att P: "Det

regnar’ medfor Q: “Jag ar inne.”. Boken anvénder regeln ovan och havdar att detta ar
ekvivalent med —Q: "Jag dr ute” medfoér —P: "Det regnar inte.”. Efter det ger de en
exempeluppgift dér de visar att "Om n? ar ett jamnt tal, s& ar n ett jamnt tal.”. Som
gér att utldsa liknar de bdda ldrobockernas teoriavsnitt varandra i stor utstrickning.
Exempelvis ses har att bidda bockerna anvinder konkretisering i form av att
pastdendena P i bada fallen pastdr nagonting vardagligt ("det ar sommarlov”
respektive “det regnar”) istdllet for att nigot med mer matematiskt innehill
(exempelvis "Om n? dr ett jamnt tal, s 4r n ett jamnt tal”).
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Motsigelsebevis

Motsédgelsebevis beskrivs valdigt kort i bada bockerna. Exponent skriver endast att
for att bevisa att ett pastdende &r sant kan vi skriva upp det motsatta pastdendet och
visa att det leder fram till en motsigelse. Exponent skriver ocksd om Hippasos och
Pythagoras historiska upptackter att vissa tal ej kan skrivas i rationell form. Efter
detta ges ett exempel pa motsagelsebevis ddr boken visar att diagonalen i en kvadrat
med sidan 1 lingdenhet inte kan skrivas som ett rationellt tal.

I Matematik 5000 stér det att utgdngspunkten i ett motsigelsebevis ir att eleven ska
utgd frin att pastdendet &dr falskt och visa att detta leder till en motségelse vilket i sin
tur maste betyda att pastdendet var sant. Detta f6ljs av ett exempel dir de visar att
antalet primtal dr odndligt ménga. Sedan beskrivs en exempeluppgift dir a, b och ¢ ar
tre reella tal s att abc = —10. I exempeluppgiften visar de med ett motsiigelsebevis
at minst ett av talen a, b eller ¢, miste vara negativt.

Ovriga imnesomriden

I Exponent péd sidorna 117-121 listas och bevisas fyra standardgriansvirden, vilka
raknas som Overkurs. Strukturen av teoriavsnittet i denna del ar olikt det i andra
amnesomréden. Har finns en tydlig struktur, dér det forst listas en sats, foljt av ett
bevis som visar steg for steg och som avslutas med en slutsats. Detta uppligg ar
precis samma som det som anvinds i &mnesomrédet derivata, men det &r viktigt att
belysa att den hér delen &r placerad tidigare dn derivatakapitlet, just pd grund av att
de standardgransvirden som bevisas hér sedan anvénds i andra hérledningar. Boken
skriver att dessa standardgransvirden bevisas for att de behdvs vid hirledningen av
deriveringsregler for funktionerna f(x) = sinx, f(x) = e”x och f(x) = Inx senare
i kapitel 4 som handlar om derivator. Matematik 5000 har inte nigon sddan hir del,
och visar exempelvis inte hur derivatan av f(x) = In x f8s, utan listar den istillet
utan vidare motivering.

Ett annat amnesomréde som inte passade in i de Gvriga kategorierna var volym av
rotationskroppar. Aven detta ir ett imnesomride som endast Exponent har med i
boken. Nagra saker som ingdr i detta dmnesomrdde ar volymberdkning med
integraler dar Exponent tar upp allmidnna volymsatsen. Det finns motivering till
satsen i form av resonerande text och tva bilder. Boken skriver ocks8 om skivmetoden
och skalmetoden dér det pa liknande sétt finns ett resonemang som tillsammans med
nagra bilder kommer fram till formlerna fér metoderna.

5.2. Bevisforingsuppgifter i liarobockerna

Har presenteras resultaten i tvd delar. En del som handlar om hur minga
bevisforingsuppgifter som forekommer i ldrobéckerna, samt en del som dmnar svara
pd hur bevisforingsuppgifterna dr uppbyggda. 1 foljande text, samt i figurer och
diagram, kommer forkortningen BU anvindas for bevisféringsuppgifter, och
forkortningen iBU for icke-bevisforingsuppgifter.

I den forsta delen presenteras hur manga BU som finns i respektive bok och hur de
fordelar sig 6ver de olika &mnesomradena. Andra delen beskriver hur uppgifterna ar
uppbyggda utgdende fran ramverkets dimensioner och den avslutas med tvd exempel
pé uppgifter som tillhor de tva vanligaste typerna av BU.
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Utstriackning av bevisforingsuppgifter
Antalet uppgifter i Matematik 5000 ar 2058, av vilka 281 dr BU. Detta motsvarar
alltsd 13,7 % BU. I Exponent ar denna siffra 6,7 %, en klart mindre andel BU. Totalt

finns 2138 uppgifter i Exponent. Om uppgifterna delas in efter &mnesomridena
resulterar det i f6ljande diagram:

0 100 200 300 400 500 600 700

Trigonometri |

Komplexa tal

Derivata

Funktioner

Integraler |

Differentialekvationer

Bevisféringsmetoder

Ovrigt

-

% Antal BU - Matematik 5000  ® Antal iBU - Matematik 5000  *.Antal BU - Exponent & Antal iBU - Exponent

Diagram 1. Antal bevisféringsuppgifter och icke-bevisféringsuppgifter i lirobdckerna fordelat i de &tta
dmnesomradena.

Diagram 1 visar att for Matematik 5000 ir antalet uppgifter flest i imnesomradena
trigonometri och komplexa tal, medan funktioner, differentialekvationer och
bevisforingsmetoder har firre uppgifter. Andelen BU ir storst i dmnesomridet
bevisforingsmetoder (66,7 %), trigonometri har en andel pa 15,5 % och de 6vriga
amnesomridena har nigot mindre andel (mellan 5,2 % och 10,9 %). Aven for
Exponent ar det trigonometri och komplexa tal som har flest uppgifter och
funktioner, differentialekvationer och bevisforingsmetoder har farre. Likt Matematik
5000 har Exponent storst andel BU i &mnesomradet bevisforingsmetoder (84,6 %).
Trigonometri har en andel pa 5,9 %, de 6vriga amnesomradena varierar mellan 2,3 %
(funktioner) och 6,0 % (komplexa tal). Amnesomridet differentialekvationer har inga
BU alls. De uppgifter som inte passade i ndgot annat &mnesomrade kategoriserades
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som ovrigt, och ur diagrammet kan vi se att Matematik 5000 ej har nigra sidana
uppgifter, medan Exponent har 101 sddana uppgifter varav endast 5 stycken var BU.
Dessa 101 uppgifter var uppgifter som bland annat handlade om rotationsvolymer,
gransviarden och andra dmnesomrdden som Exponent riknat som 6verkurs. En
annan sak som kan utlésas dr att Exponent har nistan tre ginger s& manga uppgifter
inom dmnesomradet funktioner. Intressant dr ocksd att antalet BU dnd3 ar fler i
Matematik 5000 gillande detta amnesomrade.

Om vi i stillet tittar pd hur endast BU dr fordelade bland #imnesomradena (se
diagram 2) blir trigonometri det stérsta dmnesomradet i Matematik 5000 (36,3 %).
Komplexa tal stir for 23,8% av BU och minst andel har funktioner (2,8 %) och
differentialekvationer (1,1 %). For Exponent har komplexa tal (26,5 %), trigonometri
(25,7 %) och bevisforingsmetoder (24,3 %) ungefir lika stora andelar, de 6vriga
amnesomradena har alla en andel pa mindre dn 10 %.

Exponent Matematik 5000

3.7% 14,2%

\

& Trigpnometri B Xomplexa tal B Derivata B Funktioner
B Integraler B Differentialekvationer B Bavisfaringsmetoder B Owrigt

Diagram 2: Andel bevisféringsuppgifter inom varje imnesomréde i bdda larobocker.
Typer av bevisforingsuppgifter

Resultatet av hur BU ar uppbyggda, utifrdn dimension 1, visas i tabell 1. Tabellen
visar hur ménga BU som innehéller en specifik komponent i dimension 1. Observera
att en BU kan innehélla flera komponenter. Tabellen visar att bevisforing ar den
komponent som &r vanligast i bAde Matematik 5000 och Exponent. 91,1 % respektive
89,0% av BU har denna komponent. I Matematik 5000 &r hypotesprévning ocks en
vanlig komponent, som forekommer i 34,5 % av BU vilket inte alls ar fallet for
Exponent, som dar har en andel pd 1,5 %. Det syns ocksd att komponenterna tankbart
monster och exemplifiering nastan inte ingdr i nigra BU alls.
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Tabell 1: Visar hur ménga bevisforingsuppgifter som innehéller de olika komponenterna frin
dimension 1. Procent inom parentes anger hur stor andel av bevisforingsuppgifterna som inneh&ller
den komponenten.

Larabok Exponent Matematik 5000
Komponent
Ténkbart ménster 1 (0,7 %) 1(0,4%)
Bestdmt monster 8 (5,9 %) 16 (5,7 %)
Hypotes 12 (8,8 %) 24 (8,5 %)
Hypotesprdvning 2 (1,5 %) 97 (34,5 %)
Exemplifiering 1 (0,7 %) 2 (0,7 %)
Bevisforing 121 (89,0 %) 256 (91,1 %)

Ser vi istéllet till dimension 2 (syftena med komponenterna i dimension 1), se tabell
2, visar den att en stor majoritet av komponenterna i BU ir verifierande eller
falsifierande, (90,4 %) i Exponent och (91,1 %) i Matematik 5000, medan de
forklarande (3,6 % respektive 8,8 %) och kunskapsalstrande (7,1 % respektive 7,4) BU
ar farre.

Tabell 2: Visar hur manga bevisforingsuppgifter som innehaller komponenter med de olika syftena
fran dimension 2. Procent inom parentes anger hur stor andel av bevisféringsuppgifterna som
innehéller det syftet.

syfte Larabok Exponent Matematik 5000
Hypotesféregéngare 7 (5,1 %) 16 (5,7 %)
Ej hypotesféregéngare 2 (1,5 %) 1{0,4 %)
Bevisféregangare 6 (4,4 %) 9 (3,2 %)
Ej bevisforegingare 6 (4,4 %) 15 (5,3 %)
Forklarande 12 (8,8 %) 10 (3,6 %)
Verifierande eller
falsifierande 123 (50,4 %) 256 (91,1 %)
Kunskapsalstrande 10 (7,4 %) 20{7,1%)

I nésta tabell (tabell 3) visas vilka olika kombinationer av dimensionerna 1 och 2 i BU
som upptickts i lirobockerna. Det finns 19 olika kolumner som motsvarar en unik
kombination av BU dir kryssen visar vilka komponenter (dimension 1) och syften
(dimension 2) som den specifika kombinationen av BU bestar av. Talen langst ner i
kolumnerna ar antalet sidana uppgifter i respektive bok. Fiargen i cellerna visar vilka
komponenter som kan kombineras med vilka syften. Till exempel kan komponenten
hypotes (bld) endast ha syftena bevisforegdngare eller ej bevisforegdngare (ocksi
blaa).



Tabell 3: Visar de olika kombinationerna av bevisféringsuppgifter som finns i Iirobickerna och hur
manga sadana bevisforingsuppgifter som finns i vardera lirobok.

Dimensioner Aktiviteter Komponenter Kombinationer
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Analysen av vilka kombinationer som bygger upp BU som finns i larobockerna visar
att det finns 19 olika kombinationer av dimension 1 och 2, se de 19 kolumnerna i
tabell 3. Den vanligaste kombinationen 4r komponenten bevisforing tillsammans
med syftet verifierande/falsifierande (129 respektive 97 uppgifter) i bada liro-
bockerna. I Matematik 5000 ar kombinationen innehdllandes komponenterna
hypotesprovning och bevisféring samt syftet verifierande/falsifierande ocks& vanlig
(94 uppgifter). Langt efter dessa kombinationer kommer kombinationen med
komponenten bevisféring samt syftena verifierande/falsifierande och kunskaps-
alstrande (15 respektive 8 uppgifter) och kombinationen med komponenten
bevisforing tillsammans med syftena forklarande och verifierande/falsifierande (10
respektive 9 uppgifter). De ovriga kombinationerna dr dnnu ovanligare. Ett exempel
pa en uppgift som hamnar i den vanligaste kombinationen ar: “Bevisa med ett
indirekt bevis att om 3n + 2 dr udda s ir n udda.” (Matematik 5000, s. 31). Eleven
ska utfora en bevisféring som syftar till att verifiera eller falsifiera ett pdstdende. Ett
exempel pa en uppgift som hamnar i den nist vanligaste kombinationen ir: “Fiona
pastar att absolutbeloppet av x alltid ar positivt. Har hon ratt? Motivera.” (Matematik
5000, s. 123). Notera att i denna uppgift ar det alltsd inte eleven som satter upp
hypotesen utan den &r redan given. Eleven uppmanas att préva en hypotes som utfors
med hjialp av nagon slags bevisforing diar bevisforingens syfte ar att verifiera eller
falsifiera hypotesen.

6. Slutsatser

I den har delen av studien presenterar vi vara slutsatser i tva delar, en for vardera
forskningsfraga.

6.1. Bevishantering i lirobockernas teoriavsnitt

Véra huvudslutsatser ar att:
e Den matematiska strukturen och uppbyggnaden ar bristfillig i bdda bockerna.
e Bevisens synlighet och formalism varierar kraftigt.

e Definitioner och satser varierar ocksd i synlighet och formalism men
framforallt finns ingen konsekvent struktur i bockerna.

Som tidigare ndmnts finns det ett problem med att begreppet bevis kan definieras p
s& manga olika satt. Det kan ge en osdkerhet kring vad som ar ett bevis och vad som
inte ar det. Osdkerheten paverkar dven bdckernas forfattare, som tvekar kring att
hantera bevis pa ett konsekvent och synligt sétt. Om bockerna istéllet var tydliga med
hur de definierar ett bevis skulle de inte behéva vara inkonsekventa och tveksamma.
Detta galler ocksa begreppen sats och definition. Om man till exempel utgér frin A.
Stylianides (2007) definition pad bevis, vilket denna studie gér, kan néstan alla
matematiska resonemang kallas bevis. D& kan bevisen istillet synliggoras i
larobockerna och en diskussion kan foras kring formaliteten i bevisen. Som
resultaten visar ar detta daremot inte fallet. Gdng pa gang osynliggérs bevisen och
kallas for andra begrepp som “harledning”, "forklaring” och "resonemang”. Detta gér
att se i avsnittet om trigonometri i Exponent dar formler hédrleds men ordet bevis inte
anvinds. I Matematik 5000 anvinds inte begreppen sats och bevis i avsnittet kring
derivata. Istillet anvander de orden “hérledning” och “allmént resonemang”. Nir det
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giller den inkonsekventa hanteringen av den matematiska strukturen kan dven detta
ses i resultaten pa en rad stéllen. Till exempel i avsnittet kring funktioner i Exponent
definieras begrepp bade i 16pande text och i informationsrutor vilket dr inkonsekvent.
I avsnittet kring integraler anges inga satser eller bevis alls, trots att det dér finns
bade satser och bevis i var mening. I integralavsnittet anvands informationsrutor
flitigt men de anvinds pa ett inkonsekvent sétt sa det ar svart att se vad de betyder.
Exponent hinvisar ocksd tillbaka till definitioner som &terfinns i tidigare
matematikkursers ldrobocker utan att repetera definitionerna. Satser hanteras
inkonsekvent pa det sitt att de ibland skrivs som en sats, som i fallet med
faktorsatsen, och ibland inte, som i fallet med asymptoter i funktionskapitlet som
ocksd nidmnts i resultatet.

Nir vi jamfor Exponent och Matematik 5000 anser vi att Exponent hanterar bevis
och den matematiska strukturen lite bittre d4n Matematik 5000 aven om de inte
hanterar bevis pa ett for oss tillfredstdllande sédtt. Exponent ir mer matematiskt
strukturerad nar det géller bevis i kapitlen kring gransvirden och derivata. Har blir
det synligt hur matematiken ar uppbyggd med definitioner, satser och bevis. Satser
utnyttjas for att bevisa nya satser och hir synliggér boken bevisen. Matematik 5000
ger i trigonometriavsnittet eleverna ett antal tips kring bevis, vilket &r bra men
eftersom de inte synliggor bevisen sd kan inte eleverna utnyttja tipsen i den
utstrackning som vore 6nskvart.

Slutsatserna gillande avsnitten om bevisforingsmetoder ar att larobdckerna
presenterar samma tre bevisforingsmetoder, direkt bevis, indirekt bevis och
motsigelsebevis. Metoderna presenteras pa ett liknande sitt i bdda bockerna och pé
det hela taget hanteras de olika bevisforingsmetoderna pa ett bra sitt. Bada
larobockerna har en inledande del som dmnar forklara lite om varfor bevisforing ar
viktigt. En annan slutsats ar att bdda bockerna dd de presenterar metoden for
indirekt bevis forst beskriver ett exempel frdn vardagen, for att sedan behandla
matematiska pastdenden. Exponent anvander pastidendena om det ar sommarlov P,
ar jag ledig frén skolan Q” medan Matematik 5000 anvander pastiendena P: "Det
regnar” medfor Q: ”Jag ar inne.”. I och med att bevisforingsmetoderna presenteras
finns goda mojligheter att vara mer matematiskt strukturerad. Eleverna fir en viss
vana att anvianda bevis vilket tyvirr inte utnyttjas eftersom bevisen fortfarande ar
osynliga i stor utstrackning.

6.2. Bevisforingsuppgifter i lirobockerna
Vara huvudslutsatser ar:
¢ Andelen bevisforingsuppgifter ar storre i Matematik 5000 4n i Exponent.

e Amnesomradet trigonometri stir for en stor andel av bevisforingsuppgifterna i
béda larobockerna.

o Det finns bevisforingsuppgifter av olika typer i bdda larobockerna. Dock dr
vissa vanligare an andra.

I Matematik 5000 ir 13,6 % av de 2058 uppgifterna bevisféringsuppgifter och i
Exponent ar bara 6,7 % av 2138 uppgifter bevisforingsuppgifter. Detta kan jamforas
med Davis (2012) resultat som visar att hans undersokta bocker fran high school i
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USA innehéller 22 %, 4 % och 9 % bevisforingsuppgifter. G. Stylianides (2009) som
studerade middle school-larobocker i USA, fick resultatet att cirka 40 % av
uppgifterna var bevisforingsuppgifter.

Av bevisforingsuppgifterna i Matematik 5000 var mer dn en tredjedel (36,3 %)
kategoriserade inom dmnesomréidet trigonometri. Aven i Exponent utgdr dmnes-
omrédet trigonometri en av de stérre andelarna (25,7 %) géllande bevisforings-
uppgifter. Likt Nordstrom och Lofwall (2006) samt Hanna och de Bruyns (1999)
undersokning kring bevisforingsuppgifter, visar dven vara resultat att det finns en
betydande del bevisféringsuppgifter inom trigonometri.

Vi identifierade 19 olika typer av bevisforingsuppgifter. Tyvirr ar ndgra typer av
uppgifter lite for dominerande. Bevisforingsuppgifter som verifierar eller falsifierar
med hjilp av négot slags bevis ar vildigt manga i forhéllande till andra typer av
bevisforingsuppgifter. Resultatet visar att 129 bevisforingsuppgifter av 281 bevis-
foringsuppgifter i Matematik 5000 respektive 97 uppgifter av 136 i Exponent hamnar
i den storsta kategorin. Dessutom har Matematik 5000 ytterligare en typ dir 97 av
281 uppgifter ingar, ndmligen hypotesprévning med hjilp av verifierande eller
falsifierande bevisforing. Denna typ finns inte alls i Exponent. Enligt Durand-
Guerrier et al. (2012) dr sddana uppgifter bra for att eleverna blir mer kritiska till
matematiska pastdenden och det ger didaktiska mojligheter att utveckla elevernas
egna resonemang. Antalet uppgifter som ger upphov till forklarande eller kunskaps-
alstrande bevisforing ar fa i forhallande till de verifierande och falsifierande bevisen,
vilket dr synd eftersom forklarande och kunskapsalstrande bevis kan tillfora en viktig
dimension till matematiken, det som Hemmi (2006) kallar transfer.

Nér vi jamfor larobockerna anser vi att Matematik 5000 har en storre variation och
framforallt fler bevisforingsuppgifter dn Exponent och darfor ser vi Matematik 5000
som lite battre pa uppgiftssidan. Matematik 5000 innehéller 16 av de 19 typer av
bevisforingsuppgifter vi funnit medan Exponent innehéller 14 typer.

~. Diskussion

Har diskuteras forst varfor vi tycker att bevis och bevisforing bor f& en mer synlig roll
i larobockerna och didrmed i undervisningen. Sedan diskuterar vi for vilka elever
bevis ar extra viktigt. Vi skriver dven om olika val vi gjort under studiens gdng och
hur det kan ha paverkat resultaten. Efter det diskuteras vilken vidare forskning som
skulle vara intressant att genomfora och avslutningsvis nimner vi kort om det som vi
har lart oss av denna studie.

Vi har skrivit om en rad olika aspekter av bevis och bevisforing och vi har undersokt
hur larobocker pd gymnasiet hanterar bevis och bevisforing. Vi anser att bockerna
inte utnyttjar bevis och bevisforing i den utstrackning de borde och vi sillar oss till
den stil som Hemmi (2006) kallar den deduktiva stilen. Men varfor ska bevis och
bevisforing anvandas i storre utstrackning och vilka bor lira sig mer om bevis?

Enligt var asikt ar bevis och bevisforing en viktig del i matematiken vilket ocksi
bekriftas av det som Hemmi (2006) skriver, det dr de flesta matematikers
uppfattning. Rav (1999) gir till och med sd ladngt att han siger att det &r
matematikens hjérta. Att dd undanhalla bevis och bevisforing for elever gor att de gér
miste om en vasentlig del av matematikens uppbyggnad och struktur. Matematikens
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utveckling gar framat med hjalp av bevis och bevisforing. Hemmi (2006) skriver om
olika funktioner som bevis har i matematikers verksambhet, till exempel att forklara,
verifiera, systematisera och samt att ge en intellektuell utmaning. Alla dessa
funktioner tycker vi dven elever ska fi del av. Funktionen transfer som Hemmi
forklarar ar dven den viktig for eleverna, bevisen ger upphov till att nytt matematiskt
innehall 14rs in och att nya metoder och tekniker for att 16sa problem utvecklas.

Att bevis dr en visentlig del av matematiken leder forstés till att det ar extra viktigt
att elever som ska g vidare med matematik pd hogre nivi, likt hogskola eller i
yrkeslivet, fir en forstdelse for bevis och bevisforing. Darfor blir bevis och bevisforing
extra viktigt for elever pa naturvenskapliga programmet och teknikprogrammet. Men
dven samhillsvetare och andra gymnasielever bor fa en forstielse for bevis och
bevisforing. De elever som behéver anvinda matematiken pd hogskola och i ett
kommande yrkesliv méste kunna forstd bevis och bevisa matematiska pastienden.
Idag finns en Overgdngsproblematik mellan gymnasiet och hoégre utbildning i
matematik (Brandell et al., 2008). Problemet skulle kunna minskas genom att elever
visste mer om bevis och bevisforing, men det &r svdrt om gymnasiebocker i
matematik inte vigar tydliggéra begreppet och den matematiska strukturen. Bevis
och bevisforing kan ocksd spela en viktig roll i utvecklandet av elevers kritiska
tinkande. Hemmi (2006) skriver att verifiering dr en funktion som ett bevis kan
uppfylla. Verifiering ska leda till en 6vertygelse om att ett matematiskt pastdende ar
sant. Hemmi skriver att matematiklirare i Sverige oroar sig 6ver att elever bara soker
efter ritt svar och inte Gvertygar sig sjalva om att deras resonemang ar ratt. Genom
att ldra sig att verifiera att ett resonemang ar ritt okar elevers forméga till kritiskt
tankande. Vi anser att det beh6vs medborgare som har ett kritiskt tinkande och som
kan ta rationella beslut och dessutom fora logiska resonemang kring varfor besluten
ar rimliga. Detta gor att bevis och bevisféring dven spelar en roll i ett annat av skolans
viktigaste mal, att ldra eleven att striva mot en héllbar utveckling. Dessa ir for oss
argument till att bevis och bevisforing bor finnas med i hogre utstriackning for alla
elever fraimst pd gymnasiet, men vi anser ocksd att det bor introduceras i ligre
arskurser. Det finns ingen anledning att osynliggora bevisen for elever.

Resonemangskompetensen enligt Palm et al. (2004) 4r ocksd viktig. Amnesplaner
och ldroplaner i Sverige och andra linder anvinder sig av denna kompetens och
anser att elever behover utveckla den. Aven hir har bevis och bevisforing en
betydande roll. Lin et al. (2012) skriver om att det dr viktigt for elever att forstd att
det finns olika typer av matematiska péstdenden och att det krdvs olika metoder for
att bevisa dessa. Durand-Guerrier et al. (2012) skriver att det ar viktigt att elever fir
komplexa matematiska problem for att eleverna ska kunna ta till sig bevis och
bevisforing. Uppgifter ar ofta fér enkelt uppbyggda. Darfor ar det bra nar uppgifterna
bestar av att upptidcka monster, skapa hypoteser, ifrdgasitta hypoteser och att bevisa.
Vi upplever att det finns en uppfattning om att ett bevis dr ndgot mycket formellt som
ar svart att forstd och utfora sjalv. Lin et al. (2012) skriver att i en traditionell
klassrumsmiljo kan elever f& den felaktiga uppfattningen att bevis ar nigot de méaste
memorera. Om eleverna sjilva far prova att bevisa blir denna uppfattning svagare och
bevis nagot betydligt intressantare att hdlla pd med. Om elever far utféra bevis sjilva
kan formaliteten i bevisen diskuteras och eleverna far forhoppningsvis en forstielse
att ett bevis inte alls behover vara strikt formellt. Matematiska resonemang som
bygger pa intuition ar ocksa négot slags bevis. Darfor ar bevisforingsuppgifter mycket
betydande for undervisningen. Det dr dock vildigt viktigt att bevisen utfors p4 en
nivd som ir forstdelig for eleverna. Se A. Stylianides (2007) definition, dar det
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papekas att resonemangen och representationsformerna for ett bevis maste vara
kdnda och ldmpliga i den miljo dar beviset utfors, det vill sdga klassrummet. Om
bevisen inte anpassas till elevernas matematiska kunskapsnivd finns risken att
bevisen forblir ouppndeliga och de didaktiska mdjligheterna med bevis och
bevisforing uteblir. Aven den motivationshéjande effekten som att forsta ett bevis och
att se den matematiska strukturen den kan ha, uteblir.

Ju mer larobocker och ldrare synliggor bevis och bevisforing i undervisningen desto
storre mojligheter har elever att: forstd den vetenskapliga matematikens uppbyggnad
och struktur, f4 djupare forstdelse for matematiken, bli battre pd att resonera
matematiskt, forstd att bevis inte ar eller behover vara nigot formellt som méste
memoreras och bli battre pa att 16sa problem. Detta stéds av den forskning som bland
annat Hemmi (2006) och Durand-Guerrier et al. (2012) bedrivit. Ett exempel pi en
larobok som synliggor bevis och bevisforing tidigt 4r Tal och rum skriven for den
tidigare Amnesplanen. Dar behandlas satser och bevis tidigt, redan i A kursen, i ett
kapitel kallat Vad dar matematik?.

Under denna studie har vi gjort ett antal val som kan ha péverkat resultatet i studien.
Till att borja med sammanfogade vi nigra av de kategorierna som G. Stylianides
(2009) anvinde i sitt ramverk. Empiriskt argument och exemplifiering ar egentligen
tva skilda saker men utifrdn var och A. Stylianides (2007) definition av bevis blev
kategorin rationale overflodig varpa vi bestimde att d&ven sammanfoga empiriskt
argument och exemplifiering, vilket har paverkat resultaten. Sammanfogningen av
kategorierna verifiering och falsifiering har vi redan skrivit lite om men det ar ocksi
vart att podngtera att en uppgift dar eleven ska “visa att nigonting ar falskt” kan
skilja sig avsevart frdn en uppgift déar eleven ska “visa att nigonting ar sant”. I det
forsta fallet racker det med att eleven presenterar ett fall eller exempel dér pastdendet
ar falskt, medan det i det andra fallet krévs att eleven bevisar att pastidendet ar sant
for samtliga fall. Ytterligare en tolkning vi gjorde var att inte rdkna uppgifter av typen
”Visa att x ar en 1osning till differentialekvationen y” som bevisforingsuppgifter. Detta
har utan tvekan paverkat resultaten. Om dessa skulle rdknats med (vilket de gjorts i
till exempel Hemmis (2006) doktorsavhandling) skulle andelen bevisféringsuppgifter
i dmnesomrddet differentialekvationer varit betydligt storre. Detta skulle givetvis
dven ha paverkat det totala antalet bevisforingsuppgifter.

Vi har studerat hur larob6ckerna hanterar bevis. Nar vi ldst bockerna har vi ibland
funderat pa varfor larobockerna viljer att hantera bevisen pé ett visst satt. Det vore
intressant att fa veta mer om forfattarnas motiv till varfor laroboken ser ut som den
gor. Ar det didaktiska stillningstaganden eller méhinda tradition som motiverar
deras val? Hur tolkar laroboksforfattarna kursplanerna? Hur ser de pd bevisens och
bevisforingens betydelse i larobéckerna, inom matematiken och inom skol-
matematiken i synnerhet?

Att studera hur elever och larare ser pa hur lirobockerna hanterar bevis hade ocksa
varit intressant. Gor de samma iakttagelser som vi? Vad tycker elever och lirare om
larobockerna? Hur viktiga ar larobockerna for elever och ldrare i undervisningen?

Det vore ocksd intressant att veta om ett utokat fokus pad bevis och bevisforing i
larobocker leder till battre resultat for elever pa grundskolan och gymnasiet. M&nga
av de studier vi studerat tyder pa att s& vore fallet, men ingen studie har verkligen
visat att det ger resultat.
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Denna studie har gett oss en djupare forstaelse for bevis och bevisféring och vilken
betydelse den kan ha i undervisningen. Genom att studera larobocker har vi ocksa
sett hur de anvinder sig av bevis och bevisforing och insett att den matematiska
strukturen inte behandlas konsekvent och att bevis ofta ar osynliga i bockerna. Vi har
ocksa lart oss att bevis och bevisforing kan vara ett didaktiskt redskap. Anvént p8 ratt
siatt kan bevis och bevisfoéring verkligen bidra till att ge eleverna storre forstéelse for
matematikens vetenskapliga uppbyggnad och ménniskans sétt att logiskt resonera
allmént. Avslutningsvis kan ett matematiskt bevis ocksé ge en estetisk upplevelse och
en intellektuell utmaning och vi vill att fler elever ska se det vackra i ett bevis och inse
spanningen i att kunna bevisa nagot.
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