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Kapitel 1

Inledning

1.1 Forord

1.1.1 Tack

Jag vill tacka ett antal nyckelpersoner som varit med mig under arbetets gang och gjort

detta examensarbete mojligt.

Tack David Eklund f6r vara givande samtal om matematikens mysterier i allménhet och
om den matematik jag skrivit i synnerhet. Den matematik jag lart mig i ditt séllskap

blev som kronan pa verket for denna utbildning.

Tack Gunilla Olofsson for ditt fina stod under de perioder av osidkerhet som varit. Du har

gett mig ovarderliga forslag pa litteratur och innehall samt tips under skrivandeprocessen.

Tack Cecilia Kozma for den sdkra handledning jag fatt fran dig under exjobbets samtliga
etapper. Din nirvaro och hjélp genom krangliga passager har varit en stor tillgdng under

arbetets gang.

Tack Hans Thunberg och Leif Hammar for er konstruktiva kritik som héjt kvaliteten pa

mitt examensarbete.

1.1.2 Handledare, examinator och opponent

Huvudhandledning genomfordes av David Eklund vid Institutionen fér matematik, Kung-

liga Tekniska Hogskolan.

Bitradande handledning genomfordes av Gunilla Olofsson vid Institutionen for matema-

tikdimnets och naturvetenskapsdmnenas didaktik, Stockholms universitet.

1



Kapitel 1. Inledning 2

Extern handledning genomfordes av Cecilia Kozma, ansvarig for matematik och fysik pa

Vetenskapens Hus.

Ezxaminator var Hans Thunberg vid Institutionen fér matematik, Kungliga Tekniska

Hogskolan.

Opponent var Leif Hammar, student pa programmet Civilingenjor och larare med inrikt-

ningen matematik och fysik.

1.2 Bakgrund

1.2.1 Om examensarbetet

I slutet av utbildningen Civilingenjor och larare (300 hp) genomfor alla studenter ett
examensarbete som faller inom d&mnesomradet teknik och ldrande. Detta examensarbete
foljer laroplanen for kursen SAX210 i vilken medféljer huvudhandledning pa en passande
institution under Kungliga Tekniska hégskolan samt bitrddande handledning fran Stock-
holms Universitet, ocksa déar under en passande institution. I mitt fall 4&r de handledande
institutionerna pa respektive larosite Institutionen for matematik respektive Institutio-

nen for matematikdmnets och naturvetenskapsamnenas didaktik.

Kursen SAX210 har en omfattning pa 30 hp (20 veckor) varav 15 hp (10 veckor) skall
vara verksamhetsforlagd utbildning (forkortat VFU). Denna VFU gors pa Vetenskapens

Hus och utgors av arbetet med laborationsutvecklingen.

Jag ska i mitt examensarbete arbeta med utvecklingen av en laboration inom matema-
tikdmnet for Vetenskapens Hus i Stockholm. Laborationens innehall och &mne bestdmdes
till att vara en introduktion till symmetriegenskaper fér molekyler. Det finns tre anled-
ningar till att detta &mne valdes. For det forsta ar laborationer inom matematikdmnet
en relativt ny verksamhet pa Vetenskapens Hus, varfor en tillkomst av nya laborationer
ar viktig. For det andra efterfragar Vetenskapens Hus laborationer som anknyter till
milj6 ett huvudtema for Vetenskapens Hus 2010/2011, och en laboration inom &mnet
symmetriska molekyler kan knytas till foreteelser som paverkar miljon. For det tredje
har laborationerna som mal att lata eleverna traffa pa intressant och for skolan ovanlig
matematik, med avsikt att vécka eller stimulera ett intresse for matematik. Innehallet i

laborationen tycker jag val stdmmer &verens med detta.

I examensarbetet ingar saledes att utveckla och formulera innehall och uppgifter till la-
borationen samt att ta fram en handledning till de laborationsassistenter som i framtiden

kommer att genomfora laborationen med elevgrupper. Om det innehall som jag tar fram
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visar sig kunna spanna Over flera laborationer kommer jag att lamna forslag och idéer

om hur detta material kan goras till nya laborationer.

1.2.2 Vetenskapens Hus

Vetenskapens Hus ar en utbildningsverksamhet som bedrivs i ndra samarbete med Kung-
liga Tekniska Hogskolan och Stockholms universitet. Verksamheten gar bland annat ut
pa att erbjuda laborationer och foreldsningar i &mnena astronomi, bioteknik, kemi, fysik
eller matematik. Malgruppen ar alla landets skolor och elever. Laborationerna handleds
av assistenter som ar forskare eller studenter pa respektive laroséte, och laborationsdel-

tagarna kommer pa sa vis nira den akademiska vérlden som véntar efter gymnasiet.

1.3 Syfte och mal med examensarbetet

1.3.1 Syfte

Syftet med examensarbetet dr tredelat. Den forsta delen dr matematisk och gar ut pa
att dels att forsta men ocksa beskriva den matematik som anvands for att beskriva sym-
metrier i allménhet, molekylers symmetrier samt att ocksa tillimpa detta pa ett faktiskt
problem inom kemin. Den andra delen ar pedagogisk /didaktisk och gar ut pa att utforska
de pedagogiska och didaktiska aspekterna av laborativ verksamhet inom matematikdm-

net. Den tredje delen &r att utveckla en produkt, laborationen, at Vetenskapens Hus.

1.3.2 Mal

Malet med examensarbetet ar att utveckla en laboration inom matematikdmnet som
ar fardig att sjosdtta pa Vetenskapens Hus, vars innehall faller inom ramen fér miljo-
temat 2010-2011. Nar jag utvecklar denna laboration skall jag anvidnda de kunskaper
jag tillagnat mig i pedagogik/didaktik samt i matematik som handlar om symmetrier,
med avsikt att stimulera larandet, vara en inblick i matematiken spannande varld och ge
goda erfarenheter av matematikimnet som ett sétt att 16sa problem och beskriva vérl-
den. Mina delmal ar séledes att skapa mig en bild 6ver larandeprocesser i matematik,
larandeprocesser i laborativ verksamhet, ta till forskningens/litteraturens idéer/forslag
om laborativ matematik, beskriva och forsta symmetrier matematiskt, gora en koppling
mellan symmetriteorier och molekyler, tillimpa matematiken pa ett problem inom ke-

min, utveckla ett laborationsuppldgg som tar hénsyn till pedagogiken/didaktiken som
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jag tidigare beskrivit, utveckla laborationsuppgifter och material, skriva en laborations-
handledning till de assistenter som i framtiden kommer att halla laborationen, och till

sist om tiden récker till ska jag ge forslag pa nya laborationer pa samma tema som min.

1.4 Fragestallningar

Varje examensarbete och projekt behover fragestéllningar som:

1. leder arbetet med examensarbetet mot for att uppfylla de uppsatta delméalen
2. ska vara besvarade néir examensarbetet &ér klart.
Eftersom mitt examensarbete kan sigas vara uppdelat i tre delar - matematisk, peda-

gogisk /didaktisk och laborationsutveckling - 4r mina fragestéllningar ocksa uppdelade i

tre kategorier.

Att forsta och beskriva den matematik som ligger till grund for forstaelsen av symmetrier.
e Hur beskriver matematiken symmetrier?

Att forsta och beskriva de pedagogiska aspekterna av laborativ verksamhet samt att ta

till sig och redogora for relevant didaktisk forskning.

e Hur kan larande under en laboration beskrivas?

e Vilka arbetsformer passar en laboration om symmetrier?
Att utveckla en laboration om molekylar symmetri.

e Vilket material ska anvéndas for att askadliggora symmetrier och hur ska det an-

vandas?

1.4.1 Avgransningar

Vad géller den matematiska fragestéllningen, kan en symmetri i matematiken ha flera
betydelser. Jag avgransar betydelsen av en symmetri till en definition som passande

beskriver symmetriska objekt i rummet och som har gruppteoretiska tillampningar.

De teoretiska perspektiv jag beaktar vid arbetet med hur larandet under en laboration

kan beskrivas, begransas till Lev Vygotskys sociokulturella perspektiv samt John Deweys
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instrumentella pragmatism. Mina kéllor for passande arbetsformer begréansas till mate-
rial fran Nationellt centrum fér matematikutbildning och Skolverkets publikationer. Det
material som ska anvindas for att askadliggéra symmetrier avgrinsas till det material

som finns tillgéngligt pa Vetenskapens Hus.



Kapitel 2

Metod

2.1  Oversikt

I detta kapitel kommer jag att redogéra for hur jag resonerat och metodiskt gatt till
viga for att komma fram till resultatet. Arbetet med examensarbetet kan delas in i tre
huvudsakliga faser: 1. Litteraturstudier, 2. utvecklingsarbete och 3. utvarderingar. De
andra faserna 4. respektive 5. 4r avslutande rapportskrivande respektive presentation
av arbetet och kommer inte att behandlas for sig i rapporten. Hur faserna har avlost

varandra kan beskadas i figuren nedan.

Fas

1 [ I I N R

2

3

4 | ]

5 |
Januari  Februari Mars April Maj Juni

F1GUr 2.1: Kronologisk vy 6ver faserna

Den forsta delen, litteraturstudier, har pagatt under hela examensarbetet. Jag har tillgri-
pit litteraturen nar behov har uppkommit, vilket exempelvis var under konstruerandet
av molekylbibliotek, vid skrivandet av den matematiska delen i rapporten och vid arbetet

med laboranternas arbetsuppgifter.

Den andra delen, utvecklingsarbete, pagick fran det att jag hade ldst in mig tillrackligt
pa laborationens dmne och till det att jag justerat laborationen efter att testklasserna
provat laborationen. Utvecklingsarbetet har varit mangfacetterat och kravt kunskaper i
savil matematik, pedagogik, didaktik och CM! (eng. “classroom management”, sv. ung.

bet. lararledarskap).

'Kjell Granstrom: Ledarskap i klassrummet, i: (Forskning i fokus 33), 2007.

6
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Den tredje delen, utviarderingarna, ar ett led i att gora laborationen klar for anvandning
i den dagliga verksamheten med matematiklaborationer pa Vetenskapens Hus. Utvér-
deringarna gjordes med laboranterna efter en genomford testlaboration. Under denna
rubrik redogor jag for hur jag lade upp laborationerna och hur utvéirderingen var kon-

struerad.

2.2 Utveckling av laborationen

I detta stycke redogor jag for for hur arbetsgdngen med laborationen forlépt, vilket

material jag anvant och vilket material jag producerat.

2.2.1 Forarbete

Jag producerade manga experimentella dokument och annat testmaterial innan sjélva
laborationen tog form. Héar f6ljer en redogorelse for hur férarbetet sag ut och det material

som jag testade.

2.2.1.1 Vidga perspektiv

Med tanke péa att min slutgiltiga produkt till uppdragsgivaren i examensarbetet skulle
vara en laboration i matematik som riktar sig mot gymnasieelever, var det rimligt att
paborja arbetet med tva saker: att sédtta mig in i den teori som laborationen kommer att

spanna over samt bilda mig en uppfattning om hur en laboration i matematik genomfors.

Saledes paborjades arbetet med en genomlédsning av det matematiska stoffet. Néar en
uppfattning 6ver detta omrade bildats var nésta omrade aktuellt att utforska, namli-
gen: hur ser en laboration i matematik ut pa Vetenskapens Hus? For att fa vetskap om
detta genomférde jag en auskultation pa en av de matematiklaborationer som erbjuds
av Vetenskapens Hus. Det var en 2 x 45 minuter lang laboration om koder och kryp-
ton vilken holls av en vid Vetenskapens Hus ordinarie matematikassistent. De forsta 45
minuterna innehdll en kombination av lararledd demonstration och diskussion i helklass
samt en mindre uppgift mot slutet som eleverna fick 16sa enskilt eller i grupp. De sista

45 minuterna fick eleverna 16sa krypton av varierande typ och svarighetsgrad.
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2.2.1.2 Fragor/mal

Vid denna tidpunkt hade jag saledes samlat pa mig material om savil innehall och
onskvard ungefirlig form pa laborationen. Det var nu aktuellt att sitta upp ett antal
fragestéllningar som jag kunde arbeta i relation till. Dessa var:

e Hur stor del av matematiken ska laborationen spanna 6ver? Vad ar rimligt?

Hur ska tiden férdelas mellan ldrarledd diskussion, gruppuppgifter osv?

Vilken karaktér ska elevuppgifterna ha?

Vilken miljoanknytning ska tas upp pa laborationen?

Hur askadliggér man symmetrier for eleverna? Vilka verktyg ska anvindas till det?

Vilka molekyler ar lampliga att anvinda?

2.2.1.3 Laborationens matematikinnehall

For att bestdimma mig om matematikinnehéallet i laborationen, understktes kursmalen
for matematik- och kemidimnet pa gymnasiet. Jag undersokte dven det sakinnehall som
finns i kurserna i matematik och bestdmde mig for att utesluta matematik som expli-
cit introducerar linjar algebra och gruppteori. Detta &r rimligt med tanke pa att linjar
algebra och gruppteori ldses forst pa eftergymnasiala utbildningar. Mitt mal med labo-
rationen innehall blev alltsa att ta fram en laboration som far deltagarna att resonera
kring symmetrier, med en inriktning mot tillimpningar inom kemin, och med en mdéjlig

introduktion till gruppteoretiska resonemang i ett avslutande moment.

2.2.1.4 Laborationens form

I ett forsta utkast till laboration beskrev jag mitt syfte med laborationen samt ett forslag
pa arbetsformer. I korthet tdnkte jag mig en laboration med nio moment dér eleverna fick
arbeta med olika molekyler, bekanta sig med olika symmetrioperationer och sedan lara sig
sitta samman dessa for att gora en "multiplikationstabell” (grupptabell, Cayley-tabell).
Eleverna skulle fa arbeta i smé& grupper med en storlek pa 3-5 elever per grupp. For
att fanga elevernas intresse direkt foreslog jag en introduktion bestaende av ett exempel
med kirala molekyler déar tva enantiomerer doftar olika. Exempel pa sadana fann jag i
litteraturen: (+)-carvone respektive (—)-carvone doftar kummin respektive gronmynta.
Asparagin ar ocksa en kiral molekyl dir ena enantiomeren smakar s6tt och den andra

bittert.
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Med denna planering i nio moment och en rast pa 10 minuter far varje moment som mest
ta 11 minuter i ansprak, vilket var ett problem. Planeringen behévde omformas sa att
antalet moment minskades. Den idé som fick féste gick ut pa att de forsta 45 minuterna
skulle tjana som en introduktion till symmetribegreppet dér eleverna far bygga mole-
kyler och undersoka olika aspekter av dess symmetriegenskaper. De sista 45 minuterna
gors antingen spar 1 eller spar 2, dar spar 1 lagger fokusen pa matematik och spar 2
lagger fokusen pa kemiska tillampningar. Detta uppldgg bendmns “sparmodellen”. I spar
1 undersoker eleverna vad som sker ndr man sdtter samman symmetrioperationer och
konstruerar en grupptabell 6ver ndgon lamplig molekyls symmetrigrupp. Spar 2 kommer

inte att vara fardigutvecklat inom ramen for detta examensarbete.

2.2.1.5 Representationsformer

Med tanke pa att laborationsinnehéallet kretsar kring tredimensionella objekt och mani-
pulationer av dessa ar det mycket lampligt att lata eleverna anvianda molekylmodeller nar
de l6ser uppgifterna. Det finns dock ménga varianter av byggsatser som later anviandaren
konstruera tredimensionella figurer med hjilp av atomer och bindningar. Faktumet att
det fanns flera varianter av byggsatser gjorde att jag fick testa vilken som passade bést
for mitt syfte. De tva varianter som fanns till mitt férfogande pa Vetenskapens Hus var

byggsatserna Molymod? och Zometool?.

Testet genomfordes genom att ett antal molekyler konstruerades med bada byggsatserna.
Dérefter nedtecknades byggsatsernas brister och fortjanster pa olika omréaden som blev
tydliga genom att jag testade att bygga olika molekyler. Jag redovisar mina tankar om

testet 1 tabellen nedan.

Omrade Molymod Zometool

Atomer En per atomslag, olikfargade. Endast en typ, enfargad.
Bindningar Alla bindningstyper. Endast enkelbindning.
Stabilitet Minskar med 6kad molekylstorlek. | Alltid stabil.
Overensstammelse m. | Korrekta bindn.vinklar, valens Felaktiga bindn.vinklar,
molekylstruktur och roterbara bindn. saknar valens och rotation.

Det ar tydligt att Molymodbyggsatsen &r att foredra i det hér fallet nér kontexten &r

kemi. Grunderna fér bedémning hade dock sett annorlunda ut om laborationen istéllet

2URL: http://www.molymod. com/.
3URL: http://www.zometool . com/.
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handlar om, sdg, platonska kroppar, och utfallet hade antagligen varit till Zometools
férdel. Forutom att anvanda byggsatser for att representera molekyler uppmanas eleverna
dven att teckna representationer pa Ad-ark. Detta for att trédna formégan att anvénda

manga representationsformer.

2.2.2 Konstruktion

Héar redogor jag for hur jag arbetade med laborationens material och form. Det skriftliga
materialet bestar av assistentmaterial, elevmaterial och en informationstext till lararen.
Assistentmaterialet utgors av en assistenthandledning och en assistentversion av mole-
kylbiblioteket. Elevmaterialet utgors av laborationens arbetsuppgifter och molekylbibli-

oteket 1 elevversion.

2.2.2.1 Molekylbibliotek

Molekylbiblioteket &ar en i bokstavsordning sorterad katalog 6ver de molekyler som f6-
rekommer i laborationen. De molekyler som férekommer déari dr valda efter sin lamp-
lighet som material i laborationen. En molekyl bedémdes som lamplig om den inte var
mycket invecklad att bygga (dvs. mer komplex dn biphenyl), inneholl de atomslag som
Molymodbyggsatserna erbjuder samt om den hade tydliga symmetrier. Kandidater till
molekylbiblioteket fann jag i litteraturen och pa Internet, se t.ex. Wherret?, Raman® och
Immel®. En kandidat valdes ut efter att den konstruerats i Molymod, dess symmetrier

undersokts och dess relevans till laborationens uppgifter beaktats.

Molekylbiblioteket innehaller molekylens [UPAC”-namn eller trivialnamn om det finns
tillgéngligt, summaformel samt strukturformel. Samtliga molekylers strukturformler ar

konstruerade med JChemPaint®, ett program for redigering av 2D-molekylstrukturer.

Till assistentversionen lades ytterligare information till om molekylerna, som inte finns
med i elevversionen: molekylens symmetrigrupp, nagot om molekylens anvindningsom-

rade och andra relevanta kommentarer.

4Brian S. Wherret: Group theory for atoms, molecules and solids, London 1986.

SK. V. Raman: Group Theory and Its Applications to Chemistry, New Delhi 1990.

5Stefan Immel: Molecular Structures of Organic Compounds - Chirality, URL: http://csi.chemie.
tu-darmstadt.de/ak/immel/tutorials/chirality/index.html (hdmtad 2010-05-20).

"IUPAC - International Union of Pure and Applied Chemistry, URL: http://www.iupac.org/ (him-
tad 2010-05-20).

8JChemPaint, URL: http://sourceforge.net/apps/mediawiki/cdk/index.php?title=JChemPaint
(héimtad 2010-05-20).


http://csi.chemie.tu-darmstadt.de/ak/immel/tutorials/chirality/index.html
http://csi.chemie.tu-darmstadt.de/ak/immel/tutorials/chirality/index.html
http://www.iupac.org/
http://sourceforge.net/apps/mediawiki/cdk/index.php?title=JChemPaint
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2.2.2.2 Elevmaterial: laborationsuppgifter

Vid konstruerandet av dessa uppgifter anvindes sparmodellen. Det var naturligt att i
laborationens forsta del separera uppgifter som handlar om rotations- och spegelsym-
metrier sa att varje symmetrityp avhandlas separat. Jag valde att borja med rotations-
symmetrier och déarefter behandla spegelsymmetrier. Foljden pa uppgifterna blev natur-
ligtvis densamma. Fyra uppgifter pa temat rotation samt lika manga pé temat spegling
formulerades. De forsta uppgifterna pé varje tema var enklare och med 6ppna fragestéll-
ningar for att lata eleven fritt fa utforska molekylen efter respektive symmetri. Darefter
blir uppgifterna mer omfattande och kréaver att eleven prévar, argumenterar och genera-

liserar.

Spar 1 bestar av en uppgift déar eleverna ombeds konstruera en "multiplikationstabell”

over en molekyls symmetrioperationer.

2.2.2.3 Assistenthandledning

Tanken med laborationen &r att Vetenskapens Hus ska ldgga den till sin repertoar av
matematiklaborationer och erbjuda den till skolor. Det innebér att de ordinarie ma-
tematikassistenterna ska kunna sétta sig in i laborationens matematikinnehall och den
form jag utvecklat. Assistenthandledningen innehéller en mycket reducerad version av
min matematikdel samt en genomgang av laborationen. Matematikdelen utgors av en in-
troduktion till gruppteori, en forklaring av symmetribegreppet och hur det relateras till
symmetriska molekyler. Vidare innehaller handledningen en stegvis forklaring av uppgif-
terna, forslag pa lampliga fragor att stélla till klassen, viktiga &mnen som ska diskuteras

och vilken matematik som bor introduceras innan en specifik uppgift delas ut.

2.2.2.4 Information till lararen

For varje verksamhetsomrade pa Vetenskapens Hus finns det informationsblad som be-
skriver de laborationer som erbjuds. Informationen inkluderar laborationens varaktighet,
en presentation av dess &mnesmaéssiga innehéll, rekommenderade féorkunskaper och even-
tuella forberedelser innan gruppen anlénder och genomfor laborationen. Som ett sista
moment i projektet nér jag slutfort arbetet med att utveckla laborationen, forfattade jag

en sadan beskrivning. Den finns till beskadan i Bilaga H.
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2.3 Utvarderingar

Jag skriver om hur jag utformade understkningarna som &r basen fér utvirderingen
av laborationen. Jag berdttar d&ven om hur jag lade upp laborationerna under dessa

testkorningar.

2.3.1 Forsta testlaborationen/undersékningen

Det forsta testet av laborationen utférdes med matematikassistenterna och min externa
handledare som elever och jag som assistent. Syftet med testlaborationen var att under-
soka hur vél arbetsuppgifterna och byggsatserna fungerade, att assistenterna skulle fa
bekanta sig med laborationen, att tidsatgangen kunde noteras samt att fa aterkoppling

av assistenterna och min handledare.

Laborationen genomférdes i den ordning som &r angiven i laborationshandledningen,
dock med nagra undantag vad géller innehallet: genomgangarna som holls mellan uppgif-
terna var nedkortade med tanke pa méalgruppen samt att diskussionerna om uppgifterna
uppeholl sig pa det didaktiska planet snarare &n det matematiska. Infor nya uppgifter
berdttade jag om dess syfte, intressanta d&mnen att diskutera, tdnkbara svarigheter och
sa vidare. Laborationen holls alltsa péa en sorts metaniva dar syftet med laborationen var

att f& underlag att diskutera densamma.

Efter laborationen genomférdes en utviardering med deltagarna. Vi diskuterade synpunk-
ter pa upplagget, effektiviseringar och forslag pa férdndringar av innehéllet. De mest

centrala resultaten av den forsta utvarderingen aterfinns i kapitel 5, 4.2.1.

2.3.2 Andra testlaborationen/undersékningen

Denna andra testlaborationen och undersékning genomfordes med en gymnasieskola i
Stockholmsomradet. Eleverna gick i arskurs tva pa det Naturvetenskapliga programmet.
Klassen delades i tva ungefar lika stora grupper: den ena med 12 elever och den andra
med 11 elever. Den forsta gruppen genomforde laborationen pa férmiddagen kl. 9-12 i
en undervisningssal pa Alba Nova och den andra gruppen laborerade mellan kl. 13-16 i

en sal pa Vetenskapens Hus.

2.3.2.1 Forberedelser

Till skillnad fran den forsta testlaborationen, déar laborationen hoélls pa metaniva, holls

den andra testlaborationen sa som den ar utformad att fungera i reguljir verksamhet pa
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Vetenskapens Hus. Dessutom skulle de tva grupperna fa utvirdera laborationen genom
en kvalitativ skriftlig undersokning. Det innebar att flera ting behévde férberedas innan

laborationstillfallet.

Det framkom i 4.2.1 att en introduktion i borjan av laborationen, som fangar elevernas
intresse, ar onskvird. En sddan konstruerades och jag valde att intressera eleverna genom
att relatera det aktuella &mnesomréadet till hdandelser och fenomen i deras vardag. Detta
gjordes genom att visa tva exempel. Det forsta behandlar ett ansiktes symmetriegenska-
per. Jag fotograferade darfér mig sjélv ur portréittvinkel och anvénde originalfotografiet
for att skapa tva nya modifierade fotografier. Dessa modifierades genom att vénster re-
spektive hoger ansiktshalva kopierades och klistrades 6ver hoger respektive vanster dito.
Det andra exemplet demonstreras doftskillnaden i de tva carvoneenantiomererna som
aterfinns i gronmynta (Mentha spicata) respektive kummin (Carum carvi). For det an-
damalet ritade jag de bada molekylerna i JChemPaint och inhandlade torkade myntab-
lad samt kumminfron. For att kunna visa allt detta for samtliga elever sattes en Power

Pointpresentation ihop. Den finns att beskada i Bilaga F.

2.3.2.2 Utvarderingens utforming

Nér laborationstillfallet var slut ombads eleverna gora en anonym utvirdering dar de
skriftligen skulle svara pa tva fragor. Dessa var:

Fraga 1 Vad kdnner du att du ldrt dig under laborationen?

Fraga 2 Var det nagot som kunde varit bdttre/tydligare?

De bada gruppernas utvarderingar undersoktes sedan var for sig. Elevernas asikter finns

atergivna i Bilaga G. En sammanstéllning av resultatet finns i kapitel 5, 4.2.2. T kapitel

6, 5.3, diskuterar jag resultatet.



Kapitel 3

Litteraturoversikt

3.1 Filosofiska begrepp

Jag borjar detta kapitel med att samanfatta nagra av de viktiga filosofiska begrepp som
aterkommer i texten. I senare avsnitt och kapitel som handlar om exempelvis teorier om
larande och beskrivningar av laborationen kommer jag att anknyta till dessa begrepp.
Det ar viktigt att lasaren forstar vad jag menar med dessa begrepp; det &r en strategi

for att minska feltolkningar och missférstand.

3.1.1 Ontologi

Ontologin ar en gren under den teoretiska filosofin. De centrala fragorna ror verkligheten,
existensen och varat. I ontologin stélls fragor om verkligheten adr det vi kan observera,
eller om verkligheten &r nagot annat an det vi kan uppfatta med vara sinnen.! Inom
grenen beror man alltsad spanningen mellan virlden vi uppfattar och vérlden vi lever i,
och erkdnner att ménniskan inte ar en varelse som objektivt kan betrakta sin omvarld.
Ménniskans uppfattning av omvarlden kallas sinnevdrilden, eftersom denna ar filtrerade

intryck som vara sinnen tillhandahaller.

Foranderligheten &r ocksa ett viktigt begrepp. I ontologin ses sinnevéirlden som nagot
foranderligt och flyktigt (t.ex. Marx och Hegel) eller som nagot stabilt som har sin fasta
form men upplevs som fordnderligt (Platon och Aristoteles). Méanniskans uppfattning
om ting eller foreteelser kan inte betraktas som en konstant sanning. Det adr dock ett
bistert synsett, och man stéller sig fragan huruvida det finns en hégre verklighet, bortom

foranderligheten. Det finns traditionellt tva kategorier av svar pa den fragan.?

! Christer Stensmo: Pedagogisk filosofi, Lund 1994, s. 25.
2Ibid., s. 25-26.

14
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Verkligheten dr i grunden materiell. Det innebér att att verkligheten &r beskaffad pa
sadant sitt att sinnena &r tillrackliga i sin formaga att aterge den verkliga verkligheten

for oss.

Verkligheten dr i grunden andlig. Om det forhaller sig sa innebér det att den verkliga
verkligheten &r for komplex for vara sinnen och att dessa endast méalar upp en ofullstéindig
bild for oss. Vi kan séaledes aldrig beskriva verklighetens sanna natur eftersom den &r

oatkomlig for oss.

3.1.2 Epistemologi

Epistemologin och ontologin ar nérbesliktade och stéller lika grundldggande fragor. De
centrala fragorna i epistemologin ar "vad kan man veta?”, "vad ar kunskap?”, "hur nar
man kunskap?”. Det finns en direkt relation mellan skolans vérld och epistemologin; en
kunskapssyn #r direkt relaterad till hur utbildning och inlérning genomférs.® De tva
klassiska indelningarna rationalism respektive empirism ger olika svar pa fragan om
kunskapens natur. Rationalismen framhaller att det egna tédnkandet med matematikens
och logikens hjalp later oss bilda begrepp och kunskap, eftersom idéerna finns latenta
i ménniskans medvetande. Empirismen &r motsatsen; vi maste férnimma omgivningen

och abstrahera det fornimda for att na kunskap.

3.1.3 Konstruktivism

Konstruktivismen dr en kunskapstradition som stker sammanfora rationalismen och em-
pirismen. Den ar ett epistemologiskt perspektiv. En konstruktivist ser fragan om kunskap
av ting som en relation; varfor jag sdger sa aterkommer jag till lite senare. Méanniskan kan
vara siker pa hur ting i "yttervirlden” (filosofen Immanuel Kants begrepp) upptrader for
henne genom sinnena, men aldrig vad de egentligen #r “dir ute”.* Darfor r ménniskans
kunskap om tingen en konstruktion tagen fran hennes eget medvetande. En ménniskas

kunskaper ar konstruerade fran hennes egna erfarenheter. Med det menas att:
1. Kunskap &r inte lika med de instédngda kognitiva processer som kan forsiggé i en
manniskas ratio, oberoende av sinnesintrycken.

2. Ej heller dr den endast lika med sinnesintryck, ty sinnesintryck maste bearbetas,

sorteras, abstraheras och passas in i sammanhang.

3Stensmo: Pedagogisk filosofi (se not 1, s. 14), s. 27.
Tbid., s. 33.
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Detta &r den konstruktivistiska bron mellan rationalismen och empirismen.

Konstruktivismens ontologi dr spannande att uppehalla sig vid ett slag. I enlighet med
vad jag har diskuterat hittills verkar det som att ett konstruktivistiskt synsétt inte uteslu-
ter en verklighet som i grunden ar andlig; att yttervarlden inte ar atkomlig fér méanniskan

ldmnar fragan Oppen.

Kunskap &r ett mentalt redskap for att forsta verkligheten och den konstrueras i ett
samspel mellan sinnesuttryck och fornuft.® Saledes ér kunskapsbildning en aktiv process
och nagot som ménniskan maste delta i. Om kunskapsbitar kan sdttas ihop, med re-
lationer och associationer som knyter dem samman, sa att de bildar en helhet har ett

kunskapsnéatverk kommit till varlden.

En ménniskas forforstaelse for ett nytt ting dr ett begrepp som &r néara slakt med kun-
skapsnétverk. Det &r idag en del av diskursen i s& matto att det ofta férekommer i
didaktiska sammanhang. Vid férsta motet med ett ting 4r en méanniska aldrig helt fri-
kopplad fran det. Hon har alltid nagon form av forforstaelse for tinget® vilket kommer
sig av att kunskapsnétverken fungerar som en sorts matris i vilken tinget alltid passar
nagonstans. Hur vél detta ting passar in med nagon matris kan sdgas vara ett matt pa

hur stor forforstaelse méanniskan har infor tinget i fraga.

3.1.4 Positivism

Positivismen &r ocksa ett epistemologiskt perspektiv. Har ges en kort redogorelse for
den positivistiska idétraditionen som i vissa avseenden befinner sig i andra ringhérnan
relativt konstruktivismens synsatt pa kunskap. Kdrnan i positivismens ideologi ar att
manniskan far sann kunskap om varlden genom sina sinnen och att hon kan verifiera
kunskapen. Man kommer inte langt pa kunskapens vidg genom ren argumentation ty
kunskap erhalles genom empiriska undersdkningar - samband och kunskap upptécks.
Dessa undersokningar ska leda fram till modeller som kan anviandas for att gora utsagor
och forutsdga fenomen. Detta kan kontrasteras mot konstruktivismen déar det anses att

kunskap konstrueras till skillnad fran att upptéckas.

Positivismens ontologiska synsétt ar klart. Att kunna forutsdga virlden genom empiriska

resultat pekar pa en materialistisk varldsbild.

Idag &r positivismen starkt forknippad med de naturvetenskapliga disciplinerna. Déar
gar mycket av kunskapandet ut pa att falsifiera eller bekrafta framstillda modeller och

hypoteser om ett ting. Att "bekrifta” en hypotes genom positiv verifikation snarare an

®Stensmo: Pedagogisk filosofi (se not 1, s. 14), s. 33.
5Tbid., s. 34.
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genom att falsifiera dess motsats ar mojligt genom statistikens metoder. Dessa ger en

bild av hur sannolikt det ar att den foreslagna hypotesen ar rimlig.

3.2 Teorier om larande

Hér kommer ett antal teorier om ldrande att forklaras och diskuteras. De teorier som
jag skriver om i detta avsnitt kommer att vara centrala framover. I resultat- och diskus-
sionskapitlen kommer det finnas rikt med hénvisningar till dessa teorier som jag kommer
att anvanda for att styrka mina stallningstaganden och grundlaggande synsatt pa hur en

laboration i matematik bor se ut med hénsyn till materialet.

3.2.1 Sociokulturellt perspektiv

Det sociokulturella perspektivet ar ett brett perspektiv. Det &r inte enhetligt i s& matto
att det har manga bidragare som var och en har utvecklat perspektivet en bit at sitt
hall. Det finns manga termer och begrepp som paminner om varandra men som olika
forfattare bytt namn pa och édndrat lite till innehallet for att det béttre ska passa den-
nes text. Enligt Roger S&ljo ar mangden litteratur som anknyter till det sociokulturella
perspektivets fragor ooverskadligt.” Skimtsamt kan man kommentera att det mojligen
ar anledningen till att perspektivet inte far postfixet "-ism”. Men naturligtvis finns det
ménga gemensamma skirningspunkter eller ndmnare om man sa vill. Ur ett sociokul-
turellt perspektiv adr det aktuellt att recitera Isaac Newtons kinda stdllningstagande

angaende sin och méansklighetens framgang:

"If I have seen further it is only by standing on the shoulders of giants.”®

Det ar centralt med kunskapstraditioner och att dessa kommuniceras eller medieras i en
social och kulturell kontext. Kunskaper aterskapas och férnyas sténdigt i samhéllet och
sadana forlopp har varit viktiga delar av samhéllets utveckling.” Jag kommer nedan att
forklara det sociokulturella perspektivet mer ingdende genom att diskutera vissa begrepp

och idéer som &r centrala.

3.2.1.1 Sprakets roll i larandet

Ett centralt begrepp i Lev Vygotskys sociokulturella perspektiv &r redskapet eller verk-

tyget. Ett sddant &r en resurs som ménniskan anvinder néar hon soker férsta sin omvérld

"Roger S&ljo: Lirande i praktiken: ett sociokulturellt perspektiv, 1. utg., Stockholm 2000, s. 11.
8Isaac Newton: Letter to Robert Hooke, brev, febr. 1676.
9831j6: Lirande i praktiken: ett sociokulturellt perspektiv (se not 7), s. 13.
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och agera i den. Exempel pa redskap &r spraket och tekniska hjélpmedel. Med en soci-
okulturell utgangspunkt dr problemet med hur vi lar en fraga om hur vi tillignar oss
de resurser for att tdnka och utféra praktiska projekt som &r delar av var kultur och
var omgivning'?, exempelvis 16sa ekvationer och skriva poesi. Man ser inte samhillets
samlade kunskaper som en biologisk foreteelse, det vill séga centraliserade i en ménniska,
eftersom kunskaper har med innebord och mening att géra genom att de ar praktiker
som utfors i praktiska projekt. Innebérd och mening dr kommunikativa foreteelser.!! Ge-
nom interaktion med andra ménniskor blir vi delaktiga i de kunskaper, fardigheter och
redskap som genom historien byggts upp i ett samhélle. Dessa utgor sociokulturella re-
surser. Nar ménniskor anvinder dessa anvinder de ocksa tidigare generationers insikter
och erfarenheter. Det &r genom kommunikation som sociokulturella resurser skapas, men
det dr ocksd genom kommunikation som de fors vidare.'? Saledes dr kommunikation och

sprakanvandning mycket starkt integrerad i laroprocesser.

Sprékets integrerade roll i att férnya och reproducera kunskaper blir ocksa mycket tydlig
i sammanhang som ror abstrakt, kodifierad kunskap. Roger S&ljo beskriver ett exempel
med hivstangen'® som belyser detta: man kan tinka sig att ménniskor for linge sedan
larde sig att flytta tunga féremal med denna teknik, detta redskap. Det utvecklades till
sofistikerat kunnande och en sociokulturell resurs som finns i det kollektiva - samhéllets -
minnet. Genom diskussioner och 6verenskommelser kom man fram till hur stangen skulle
placeras givet ett foremal som skulle lyftas. Denna kunskap 6verfordes s& sméaningom till
en explicit beskrivning, eller om man sa vill en modell, som beskriver hur tryckkraften
varierar med avstandet till balanspunkten. Vi aterfinner modellen i larobdcker i fysik dar
den kallas havstangsformeln, och askadliggors genom en figur och en matematisk formel.
Fran en konkret situation har ett begrepp bildats. Detta ar ocksa ett redskap. Men utan
anknytning till sitt ursprung kan den bli abstrakt och svartillgdnglig. Den fysiska upple-
velsen #r svar att oversitta till formeln och vice versa.'* Nér en sadan svarighet intrider
brukar vi idag beteckna det som svarigheter att lara eller forsta. For att begripliggora
och forsté abstraktionen maste den séttas i ett kommunikativt sammanhang, ett sam-
manhang dér abstraktionen - formeln och figuren - blir levande och fyller en pataglig

funktion.

Vidare ar spraket helt avgorande for var formaga att forsta abstrakta foreteelser. Detta
kommer sig av att spraket har en indikativ funktion. Genom ord och gest kan ménniskan
peka ut ett foremal, och en egenskap hos foremalet, for att fasta vara medménniskors

uppmarksamhet pa denna. Nér de sprakliga definitionerna &r klarlagda behover vi inte

1085156: Larande i praktiken: ett sociokulturellt perspektiv (se not 7, s. 17), s. 21.
1Thid., s. 21.

12Thid., s. 22-23.

131bid., s. 77-79.

MTbid., s. 79.
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langre vara i fysisk kontakt med foremalet vare sig i tid eller rum f6r att kunna hénvisa

t15 mot ett foremal kan astadkomma. Déarmed kan

till det. Det 4r mer 4n vad bara en ges
vi anvinda spraket for att referera till ting som inte har nagon direkt fysisk existens men
som dnda &r centrala i ménskliga sammanhang. Jag kan ndmna som exempel styrranta,
symmetrier, betyg, skam, vidskepelse och s& vidare. Begreppen &r omdjliga att forklara
med endast bildsprak. Med spraket forestéaller vi oss den yttre verkligheten och lar oss
att beskriva den, forsta den samt att abstrahera den. Spraket mojliggér med andra ord
abstrakta tankar. Det hela stélls pa sin pedagogiska spets nér vi anvinder spraket for
att referera till andra sprakliga foreteelser. Vi gor detta nar vi talar om modeller och
tolkningar och vara beskrivningar av verkligheten. Det &r sa vi lar, aterskapar och fornyar

kunskap: genom reflektion med oss sjdlva och andra. Att kla foreteelser med ord kan vara

att begripliggéra dem och abstrahera dem, bade for sig sjdlv och andra.

3.2.1.2 Artefakter och mediering

Idén om en artefakt &r néra besldktad med den om redskap. Idag lever ménniskan i tétt
séllskap med en méngd redskap varav en del har till uppgift att befria henne fran kogni-
tiva modor. Traditionellt har det dragits en skarp grins mellan redskap och intellektuella
resurser, men i det sociokulturella perspektivet &r det naturligare att betrakta tdnkande,
begreppsanvindning och larande som delar av ménskliga verksamheter.'® Tag en grafrik-
nare som exempel. Den kan utfora rdkneoperationer pa l6pande band och skissa grafer i
ett huj och underlattar saledes for méanniskan. Men innebérden, meningen och betydel-
sen av berdkningen finns inte i rdknaren; de gar mellan méanniskan och raknaren i fraga.
Ménniskan lever i symbios med dessa redskap och anvinder dem med samma resultat
som “sina egna’ kognitiva resurser. Rdknaren ar ett exempel pa en artefakt. Artefakter
ar redskap som tillater ménniskan att flytta 6ver méanskliga funktioner, kompetenser och
kognitiva modor till redskapet. Men en artefakt behdver inte vara lika tekniskt sofistike-
rad som en riaknare; ett system som bestar av en kompetent anvandare och en kiapp kan
pa ett sofistikerat sitt bli delar av ytterst komplexa sociala och intellektuella praktiker.”
Simpla foremal kan med sprakets och tankens hjilp bli medel for att beskriva omvérlden

for sig sjalv och andra.

Nér man talar om artefakter och hur de kan beskriva omvérlden genom finurliga sociala
och intellektuella praktiker ar det ldge att introducera begreppet mediering. Det innebéar
att en av det sociokulturella perspektivets standpunkter dr att méanniskan inte star i di-

rekt och otolkad kontakt med omvérlden. Istdllet medieras den, eller formedlas om man

15 Jag menar sjilvklart inte att stémpla teckensprak som nagot underligset auditiva diton. Jag syftar
snarare till mer primitiva gester, som att peka eller mima.

16854156: Larande i praktiken: ett sociokulturellt perspektiv (se not 7, s. 17), s. 74-75.

Tbid., s. 81.
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sa vill, av fysiska och intellektuella/sprakliga redskap. Tdnkandet och vara forestéllningar
av varlden vi lever i &r produkten av var kulturs, och darmed tidigare generationers intel-
lektuella och fysiska redskap. Att ldra och utvecklas i var tid &r saledes i stor utstriackning
en fraga om att utnyttja kognitiva resurser som finns inférlivade i artefakter som infor-
mation, procedurer och rutiner.'® De mentala processerna #r kulturbundna genom att

spraket ar kulturbundet.!?

3.2.1.3 Tanke och sprak

Jag har redan klarlagt den viktiga roll som spraket har for framvéxten av komplexa och
abstrakta begrepp och strukturer. Spraket och tanken &r saledes ofrankomligen samman-
flatade, och att kld en tanke i en sprakdrékt, det vill sdga att formulera den i ord, ar ett
steg mot att forsta och kunna reflektera kring densamma. Genom sprakets abstraherande
funktion ger en formulering oss méjlighet att generalisera tanken och undersoka monster,
vilket ar en vederatgen metod for att angripa exempelvis ett problem eller for att forsta

ett fenomen.

3.2.1.4 Ontologi och epistemologi

Lev Vykotskys ontologi baseras pa Friedrich Engels naturdialektik. Det innebér att man
betraktar verkligheten som materiell och uppdelad i organisk och oorganisk materia?’.
Dock spelar det i sjélva verket inte nagon roll; vi far den bild av verkligheten som
var kultur formedlar. Vidare erhaller man kunskap och sanningar om objekt genom att
studera verklighetens uppkomst och utveckling. For att forsta det sténdigt foranderliga

nuet maste man fa grepp om historiska skeden.

Den epistemologiska grunden i Vygotskys sociokulturella perspektiv &r empirisk. Man an-
ser att kunskap harrér ur handlingar.?! Det &r ménskliga motiv som initierar handlingen.
Det finns tre sorters handlingar: bearbetning av den fysiska omvérlden, kommunikation
med den sociala omvérlden samt tdnkande och problemlésande i den mentala varlden.
Kunskap lagras i begrepp och kunskap finns i ordets mening. Men kunskap kan ocksa
lagras i traditioner av praktiker som omsétts med hjélp av foreméal. Darmed &ar kunskapen

inbygegd i samhéllet och inte i individen.

18541j6: Larande i praktiken: ett sociokulturellt perspektiv (se not 7, s. 17), s. 82.
19Stensmo: Pedagogisk filosofi (se not 1, s. 14), s. 154.

20Tbid., s. 152.

2bid., s. 154.
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3.2.2 Instrumentell pragmatism

Forst bor nagot sdgas om inneborden av ordet pragma som &r den grekiska roten till
pragmatism. Inneborden &ar ungefar handling, verksamhet eller gdrning. Det som folj-
daktligen tar upp plats i pragmatismen &r en idés eller teoris praktiska konsekvenser;
dess instrumentella virde (som verktyg) vid 16sningen av ett problem.?? Med Deweys
instrumentella pragmatism menas den pragmatiska skola dar tdnkande och kunskap ar

instrument for att 16sa problem av bade vardaglig och vetenskaplig natur.

Deweys pedagogiska intresse var huvudsakligen att studera fragor av epistemologisk na-
tur. Dock lag det i Deweys kritiska natur att fransidga sig den termen och diarmed di-
stansera sig fran andra filosofiers epistemologi. Istéllet sade Dewey sig studera "underso-
kandets teori” eller “experimentalism”.?3 Jag kommer forst att diskutera de pedagogiska
metoder som Dewey foreslar for att sedan aterkomma till de ontologiska och epistemo-

logiska aspekterna.

3.2.2.1 Pedagogisk metod

Det &r omojligt att i sammanhanget inte ndmna det av Dewey myntade och nagot Gver-

anvindna slagddngan
" Learning by doing.”

Enligt Christer Stensmo menar Dewey att det &r den ldrande eleven som skall vara aktiv
i undervisningssituationer och att lararen skall vara handledare.?* I undervisningssitua-
tionen finns det fyra behov eller intressen som motiverar eleverna: 1. ett socialt behov
av gemenskap, 2. en nyfikenhet att utforska, 3. en lust att skapa och tillverka samt till

sist 4. ett estetiskt intresse.

Elevernas vig till kunskap gar enligt Stensmos framstéllning av Deweys pragmatism
genom dessa fyra behov. For att moéta behoven foreslas ett arbetssatt dar eleverna ar-
betar laborativt och undersékande med probleml6sning. Det ar dock av storsta vikt att
problemen &r relaterade till ett sammanhang. Om inte sammanhanget finns reduceras
larandet till "korvstoppning” vars produkt &r oanvandbar. Det &r sammanhanget som &r
det centrala, och ndr sammanhanget ar klargjort for eleverna blir det begripligt varfor

man arbetar med tinget i fraga. Nar eleverna léser problem i ett sammanhang tillampas

228tensmo: Pedagogisk filosofi (se not 1, s. 14), s. 169.

23Richard Field: The Internet Encyclopedia of Philosophy, URL: http://www.iep.utm.edu/dewey
(hamtad 2010-05-12).

24 Stensmo: Pedagogisk filosofi (se not 1, s. 14), s. 186.
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det reflektiva tdnkandet (jag aterkommer till det under Deweys epistemologi och ontologi

nedan).

Vidare ar uppdelningen mellan det konkreta och abstrakta central i Deweys pedagogik.
Vilkinda begrepp ér konkreta och likasa ett tdnkande som anvénds for att na ett mal.
Det abstrakta dr nya, okdnda begrepp men ocksa tédnkande som &r ett medel for mer
tdnkande hor till det abstrakta. Ett problems eventuella 16sning utgor en inre beloning

for eleven.

Léararens uppgift ar att vara vigledande, uppmérksamma elevernas intressen och stimu-
lera dem till 16sning av olika problem.?® Liraren skall vara en resurs for elevens sjélvbe-
stammande larande och lararen skall vigleda eleven med samhéllets kulturella resurser
och som en del av samhillet.?S Liraren har dven en korrigerande uppgift som gar ut
pa att hjélpa eleverna med att finna sidkra och genomférbara projekt. Vidare skall lara-
ren handla sa att elevernas verksamhet gar fran en konkret startpunkt till ett abstrakt

slutmal. Christer Stensmo foreslar foljande arbetssétt i tre steg:

1. Konkret borjan. Borja med praktiska manipulationer av objekt som &ar centrala for
problemet. Svarigheter upptécks nér sinnena sysselsétts, och man kan arbeta med

det som inte dr forstatt.

2. En Overgang fran konkret till abstrakt. Forhoppningsvis vicktes ett intresse for
objekten i steg 1 och da kan det transformeras till en intellektuell uppgift genom

att man studerar objektets egenskaper, strukturer, orsaker och effekter.

3. Abstrakt slut. Nar man summerar vid arbetets slut tillats eleverna redogora for
sina tankar och vilka associationer och vidare funderingar de har. Det &r tankar
som leder till andra tankar och dr darmed ett abstrakt mal vilket utvecklar vanan

att tanka.2”

Den instrumentella pragmatismen framhaller ocksa de méanga fordelarna med att arbeta
kollektivt under laborativa arbetsformer. Elever som arbetar tillsammans kontrollerar
varandras problemldsande tdnkande, korrigerar varandra och lar sig samverka. Kort sagt
gor de kollektiva erfarenheter genom empiriska metoder. Jag aterkommer till erfarenheter
under Deweys epistemologi och ontologi nedan. Att gora sig okénda erfarenheter kan
verka avskriackande for en ensam individ genom en potentiell méjlighet till otillracklighet,

men i kollektiv forsvinner den hammande kinslan.

25 Stensmo: Pedagogisk filosofi (se not 1, s. 14).

26Field: The Internet Encyclopedia of Philosophy (se not 23, s. 21).

2TField: The Internet Encyclopedia of Philosophy (se not 23, s. 21); Stensmo: Pedagogisk filosofi (se
not 1, s. 14), s.186-187.
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3.2.2.2 Ontologi och epistemologi

Den ontologiska utganspunkten for den instrumentella pragmatismen ar att Gverbryg-
ga dualistiska filosofiers atskillnad mellan medvetandet/omvérlden, subjekt/objekt, in-
re/yttre och tanke/handling.?® Verkligheten &r for Dewey fakta som erfars av medvetan-
det. De aspekter av verkligheten som blir medvetna utgor oskiljbara delar i en helhet.
Fakta ar erfarande vilket fas genom att gora erfarenheter. Dessa &r knutna till situa-
tionen och objekten och den relation ménniskan som gor erfarenheten har till objekten.
Exempelvis ar ett torg en arbetsplats for vissa, en motesplats for andra och en mardrém

for agorafobiker. Objekt blir fakta och far mening utifran den situation i vilka de erfars.

Vad géller epistemologin (som Dewey bendmner undersokandeteorin) gar kritiken mot
dualismen &ven igen hér. Eftersom transaktionen &r kontinuerlig maste kunskapssokan-
dets metod vara darefter. Dewey valde det vetenskapliga experimentet som forebild. Det
ar, menar han, baserat pa kontinuitet i relationen mellan medvetandet och omvérlden
samt mellan reflektion och handling. Den forédnderliga omvérlden forsétter stdndig mén-
niskan i nya problemsituationer, vilka ménniskan kan beméstra och vinna kunskap ur
genom reflektivt tinkande.?? Med det avses Gverviiganden infor varje forestéllning med
hénsyn tagen till de stéd som ligger till grund for den. Man sorterar och beaktar alla
idéer som strommar genom medvetandet. Det dr méalinriktat, forberedande fér eventuella
konsekvenser och fyller objekten med mening. Det reflektiva tdnkandet ger manniskan

den kontroll hon behdver 6ver oklara situationer.

3.3 Begreppsbildning och arbetsformer

Det hér avsnittet handlar om hur elever bildar begrepp i matematikundervisningen och
vilka komponenter som &r centrala i begreppsbildningen. Sedan diskuteras val av arbets-

former i relation till det man kénner till om processer i elevers begreppsbildning.

3.3.1 Om att stilla fragor

Jag dmnar hir redogora for olika sétt som fragor kan stéllas pa, och hur de relaterar
till olika kunskapstyper. Denna konst i att kunna formulera fragor efter vilken typ av
redogorelse och kognitiv niva som stks kommer att vara till anvandning for mig nar jag
konstruerar fragorna till laborationen. Att veta vilka fragor som bor stéllas ar en viktig

del av arbetsformen.

ZStensmo: Pedagogisk filosofi (se not 1, s. 14), s. 171.
2Tbid., s.172-173.
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3.3.1.1 Blooms taxonomi

Enligt Bejnamin Bloom, professor vid Chicago University kring 1950-talet, kan ett an-
tal frageord relateras till olika kunskapstyper. Ar 2001 utkom en reviderad version av
Blooms verk. Nedan presenteras den av Mattson och Wedman bearbetade och éversatta
redogorelsen for vilka frageord som ér relaterade till en viss kunskapsniva.3? Redogorel-
sen ar konstruerad i stigande ordning sa att kunskapstypen okar i komplexitet. Varje
kunskapstyp forklaras och ges forslag pa hur fragor kan konstrueras med avseende pa
vilken typ av svar som soks. Givetvis kommer inte alla fragor att anvéndas eller fa plats

inom ramen for laborationen, men alla finns med for helhetens skull.

Utantillkunskap. Kan anvindas for att kontrollera formagan att forsta information och
att definiera begrepp samt &ven for att lata elever redogora for faktakunskaper. Frageord:

lista, beskriv, definiera, beteckna, ange, namnge, fyll i, identifiera, vad, ndr, vem.

Férstaelse. Kan anvindas for att fa elever att redogora for sin férstaelse for ett ting med

egna ord. Frageord: forklara, granska, dversdtt, tolka, hur, varfor.
Foljande kunskapstyper kan vara svara att halla isédr. De visar alla pa formagan att dra
mer eller mindre avancerade slutsatser, d.v.s. de visar pa férmagan:

e till tankefiardighet.

e att kunna stélla upp egna modeller utifran verkligheten och/eller kan utnyttja

redan befintliga modeller.

e till utvirdering i betydelsen bedéma vérdet/resultatet av en produkt, problem,

16sning o.s.v.

e att finna alternativa losningar om betingelserna blir /ar annorlunda och inte enbart

utga fran givna fakta.

e till nagon form av produktion (d.v.s. krav pa "eget” innehall eller en disposition).

Tillimpning/Fortrogenhet. Frageord: tillimpa, konstruera, rita, simulera, motivera.
Analys. Frageord: klassificera, dissekera, urskilj, jamfor, kategorisera, bryt ner.
Syntes. Frageord: kombinera, sdtt/stdll samman, integrera.

Utvdrdering. Frageord: bedom, argumentera, utvdrdera, forsvara, debattera, vdilj.

30Bloom/Mattson/Wedman: Kunskapstyper och frageord, stencil, 2001.
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3.3.1.2 Relation till kursmal

De kvalitativa nivaerna i dagens kursplaner for matematik gar att relatera till kunskaps-
typerna i Blooms taxonomi. Det &r vért att notera att Utantillkunskaper, den enklaste

formen av kunskapstyp, inte ligger i fokus i kursplanen.

Under kriterier for betyget Godként ar det mojligt att identifiera kriterierna med kun-
skapstypen Tillampning/Fortrogenhet, eftersom eleven uppmanas att tillampa och an-
vianda bl.a. lampliga metoder, konventioner och symboler. Aven Analys kommer med
nér eleven uppmanas att skilja antaganden fran fakta, &ven om tonvikten pa det inte ar

storst.

Pa nivan Vil godkint ska eleven, férutom att tillaimpa, ocksa kunna tolka situationer
matematisk, ge exempel pa matematikens historiska utveckling och betydelse idag samt
anvanda kunskaper fran olika matematiska omraden. Det kan relateras till kunskapsty-

perna Foérstaelse, Analys och Syntes.

En elev som vill na betyget Mycket vil godként maste forutom kraven ovan dven vardera
och jamfora resultat och genomfora matematiska bevis. Det motsvarar kunskapstyperna

Utvardering och Forstaelse.

3.3.1.3 Kritik

Blooms taxonomi dr fran 19563! och har blivit utsatt for kritik av modernare forskare.
Bland annat redogor Helena Korp for G. Phyes kritik som grundar sig i att om kunskaps-
nivaerna belyses med dagens forskningsresultat framtrader de inte lika distinkt uppdelade
som i Blooms taxonomi. Bland annat kan ndmnas att det sdkraste sdttet pa vilket en
elevs forstaelse kan synliggoras idag anses vara formagan att tillémpa3?. Det innebér att

dessa tva kunskapstyper ar svarseparerade.

Det &r inte heller sékert att frageorden som hénvisar till kunskapstyperna analys, syntes
och utvérdering alltid fordrar att eleven uppvisar anvindning av mer avancerade kogni-
tiva processer. Enligt Korp menar R. J. Stiggins att "det ar sittet pa vilket fragan stélls
och de krav, som fragans formulering stéller pa svaret, som avgor hur komplext tdnkan-
de, som fragan kan mita”33. Ett exempel ér frageordens relation till vissa problem inom
gymnasiematematiken. Exempel pa sddana problem ar att eleven ombeds att klassificera

funktioner som vixande eller avtagande, eller att beddma om en rot till en given ekvation

31Helena Korp: Kunskapsbedémning - hur, vad och varfor (Forskning i fokus 13), Stockholm 2003, s.
87.

32Ibid., s. 87.

33Ibid., s. 88.
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ar falsk eller sann. Dessa problemstéallningar kan inte nédvéndigtvis héanfoéras till hogre

kognitiva nivaer eftersom de kan 16sas med hjélp av utantillirda procedurer.

3.3.2 Begreppsbildning i matematikundervisning

Hér redogor jag for hur begreppsbildningen &r relaterad till undervisningen med avseende

pa teori och praktik.

3.3.2.1 Begreppsbildning och omvéarlden

Karl Henrik Eriksson har skrivit en artikel, publicerad i "Matematik - ett kommunika-

734 om begreppsbildning hos barn.?® Dock fors resonemang och diskussion pa

tionsamne
en sadan allmén niva att den utan tvekan &r tillampbar &ven pa begreppsbildning hos
ungdomar i gymnasiealdern. Eriksson anknyter till Dewey, Vygotsky, Piaget och Bruner

i sin argumentation, varav tva redan har avhandlats i denna rapport.

Det finns gott om stod, i kursplaner och bland utvecklings- och inléarningspsykologer, att
erfarenheter himtade fran elevens omvérld framjar dennes begreppsbildning. Eriksson
namner bland annat att Deweys slagdanga ”learning by doing” och Bruners idé om de
tre representationsformerna har givit virdefulla bidrag till fragan om hur elever kan bilda
begrepp vilka dr helt nédvindiga for deras intellektuella utveckling.®® Bland annat ar det
viktigt att eleven ges rikliga tillfdllen att hantera och manipulera konkret material, vilket

ar en sjalvklarhet i de naturvetenskapliga &mnena.

Man kan argumentera for att denna arbetsform &ven borde ingd i matematikundervis-
ningen eftersom det idag betonas starkt att det &r av vikt att i undervisningen utga
fran elevernas vardagliga erfarenheter och att sdka astadkomma vixling mellan teori och
praktik. Ett resultat darav ar att det ar viktigt for eleven att fa "kdnna pa”, "handskas
med” och "préva’” konkret material. Det leder till att eleven iakttar skillnader och likheter
- de generaliserar och diskriminerar - vilket &r en av flera grundlédggande aktiviteter vid

begreppsbildning.

3.3.2.2 Begreppsbildning och kursplaner

Matematik ar ett abstrakt d&mne, ddrom rader inga tvivel. Bland malen i matematik-

undervisningen, atminstone pa gymnasiet, aterfinns att eleven ska kunna generalisera

31Harriet Axelsson m. fl.: Matematik - ett kommunikationsimne, utg. av Ronny Ahlstrém m. fl. (N&m-
naren Tema), Goteborgs universitet, Géteborg 1996.

35Karl Henrik Eriksson: Matematik - ett kommunikationsimne, i: Goteborgs universitet, Géteborg
1996, kap. Om barns férméaga att bilda begrepp, s. 54-58.

36Tbid., s. 54.
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och modellera.?” Men dven med detta mal som hogsta prioritet bor elevernas begrepps-
bildning underléattas genom att de flitigt far anvdnda ocksa de tva ldgre representations-
formerna, men inte stanna déar utan véxla mellan alla tre. Som exempel kan ségas att
konkret fa uppleva en tredimensionell kropp genom manipulation 6kar begreppsuppfatt-

ningen patagligt.®®

Pa den delen av NCMs webplats som handlar om laborativ matematik, eller matema-
tikverkstader (MV) som aktiviteten ocksa kallas, argumenteras ocksé for att laborativa
inslag bor vara med i undervisningen.?” Flera skil till varfor laborativa aktiviteter ar vik-
tiga i matematikundervisning ldggs fram. Ett argument géller de senaste arens rapporter
om svenska elevers matematikresultat. Dessa visar flera nedatgaende trender och maélar
upp en bitvis dyster helhetsbild. En central forbéattringspunkt som foreslas ér att skapa
variation i undervisningen som en viig att ka elevers lust att lira.?C Laborativa inslag
foreslas av NCM som ett sétt att skapa variation i undervisningen. Ett annat argument
for laborativa inslag grundar sig i kursplanen féor matematik och de verb som férekom-
mer déri. Verben &r bland annat upptécka, uppleva, prova och generalisera.*! P4 NCM

skriver man:

?Det dr svart att genomféora en undervisning som lever upp till samtliga mdl
1 laroplanen och kursplanen i matematik om det inte finns goda mdjligheter

till laborativt arbete.”*?

Det sista och kanske viktigaste argumentet handlar om begreppsbildning. Man skriver
att laborativt arbete i matematik kan ratt anvint medverka till att skapa inre bilder
och en fordjupad forstaelse hos eleverna samt att det ger stora mdojligheter att stodja

begreppsutveckling.*3

3.3.2.3 En balans

Vygotskys sociokulturella perspektiv kan ocksa anvindas for att belysa fragan om mate-
rial och metoder fér begreppsbildning. Han menade att barns konkreta manipulerande av
féremal ar av stor vikt for for att na fram till begreppslig kunskap. Det dr ndmligen vix-

elverkan mellan teori och praktik som forklarar utvecklingen av begreppen. Vi vet sedan

37Se t.ex. kursmalen i "Kursplan for MA1201 - Matematik A”

38Eriksson: Matematik - ett kommunikationsimne (se not 35, s. 26), s. 55.

39Lena Trygg: NCM Matematikverkstad, URL: http://ncm.gu.se/mv (hamtad 2010-05-18).

*Ibid.

“1Verb i kursplanen, URL: http://ncm.gu.se/media/nywebb/matematikverkstad/huvudsidaMVwebb/
verb_ma.pdf (hdmtad 2010-05-18).

“2Tryge: NCM Matematikverkstad (se not 39).

“3Matematikverkstad (introduktion i A4-format), URL: http://ncm.gu.se/media/namnaren/xtra/
feb07/MVsnabbinfo_a4.pdf (hdmtad 2010-05-18).


http://ncm.gu.se/mv
http://ncm.gu.se/media/nywebb/matematikverkstad/huvudsidaMVwebb/verb_ma.pdf
http://ncm.gu.se/media/nywebb/matematikverkstad/huvudsidaMVwebb/verb_ma.pdf
http://ncm.gu.se/media/namnaren/xtra/feb07/MVsnabbinfo_a4.pdf
http://ncm.gu.se/media/namnaren/xtra/feb07/MVsnabbinfo_a4.pdf
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tidigare att det sociokulturella perspektivet framhéver sprakets-, tankens- och objektens
integrerade roll i manniskans kunskapliga utveckling. Nar barn stélls infor problem som
skall 16sas ar savél deras tal och tankar (teori) som deras aktivitet med hénderna (praktik)
lika viktiga och utgér delar av samma komplexa funktion.** Det #r saledes inte mojligt
att utesluta nagon komponent i undervisningen utan att inverka negativt pa elevernas

begreppsbildning; é&ven ett matt av praktiskt arbete maste finnas.

Det ar skéligen beréttigat att undra 6ver hur man ska balansera teoretiska och praktiska
moment i undervisningen. Eriksson redogor for ett antal forskningsresultat som berér den
fragan och andra faktorer som paverkar begreppsbildning. En strévan efter att hela tiden
halla undervisningen pa ett konkret plan leder till brister i frdga om generalisering och
diskriminering vilket i sin tur forsvarar begreppsbildningen och framtidsberedskapen.
Ett fokus pa tillfillig empirisk kunskap ger upphov till lasningar infor nyheter.*> En
annan viktig slutsats ar att en ndrhet mellan exempel och begrepp ar en positiv faktor
i begreppsbildningen, likasa visade sig upprepade och varierande exempel vara positivt
inverkande faktorer. Ett resultat i Vygotskys anda var att inte 1ata konkret arbete ske i ett
socialt vakuum. Begreppsbildning under praktiskt arbete vilar pa upplevelser i omvarlden
férmedlade genom spraket. Nér eleverna berdttar hur de goér och hur de ténker, blir
tankarna synliga for dem och for lararen.?® Det innebér att begreppsbildningsprocessen
synliggors och att oklarheter déari kan komma fram for att bli &mne for diskussion mellan

eleverna och lararen. Det gynnar alla parter.

3.3.3 Att vilja arbetsform

Aven i laborativa inslag i matematikundervisningen finns det olika vigar att gi med
avseende pa planering, balansen mellan teori och praktik och materialanvindning. Labo-
rativa inslag &r inte i sig en firdig struktur utan snarare en ram som aktiviteterna ligger

innanfor.

I litteraturen finns stod for foljande undervisningsstruktur /arbetsform?7:

e fri undersokning nir nya material eller representationsformer introduceras
e praktiska aktiviteter fore formaliseringar och riaknande
o forstéaelse ar viktigare &n procedurer och regler

e spraklig utveckling med hjalp av olika representationer

“Eriksson: Matematik - ett kommunikationsimne (se not 35, s. 26), s. 55.
45Tbid., s. 58.

46 Axelsson m. fl.: Matematik - ett kommunikationsimne (se not 34, s. 26), s. 45.
4Tbid., s. 17.
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e undersokningar och laborationer utvecklar begreppsbildning

3.4 Lararens roll

I litteraturéversikten "Laborativ matematik - vad vet vi?”4® redogor forfattarna for aktu-
ell forskning om laborativ matematikundervisning och de resultat som den frambringat.
Bland annat skriver de om lirarens roll i denna undervisningsform.*? Det framkommer
av det material som de granskat att det laborativa inslaget &r i sig inte det avgorande
for elevens ldrande. Lararens roll dr central. Denne méste att lyfta fram och synliggora

matematiken sa att eleverna far ut sa mycket som mojligt av aktiviteten.?”

Forfattarna lyfter fram de svenska forskarna Gunnar Nilsson och Eva Taflin och deras
studier. Nilssons resultat visar pé lararens centrala roll i laborationer. Lararen behéver
bland annat agera arbetsledare, prova l6sningar med eleverna och méjliggéra en insyn i

kritiska inslag, som att visa eleverna eventuella sjalvmotségelser i deras egna resonemang.

Taflins forskning visar ocksa pa ett antal viktiga delar av ldrarens roll. Det ar bety-
delsefullt for elevens ldrande om denne ges tillfille att vid undervisningspassets slut
beritta vad och hur de lirde sig.®! Detta ger eleven tréning i att vara medveten om
det egna ldrandet (metakognition) och kan leda till en mer ansvarstagande instéllning
till detsamma. Vidare ar en gemensam genomgang vid slutet av undervisningstillfallet
betydelsefullt, eftersom det minskar sannolikheten att eleverna lamnar lektionen med

felaktiga forestallningar.®?

“8Elisabeth Rystedt/Lena Trygg: Laborativ matematikundervisning - vad vet vi?, Nationellt centrum
for matematikutbildning, Goteborgs universitet, Géteborg 2010.

49Tbid., s. 35-40.

50Tbid., s. 35.

511bid., s. 36.

52Tbid., s. 36.
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Resultat

4.1 Matematiska resultat

En del av resultatet av mitt examensarbete &r av strikt matematisk natur. Har redogor

jag for resultaten av mitt utforskande av matematiken.

4.1.1 Teoridel

Den matematiska teoridelen utgors av en rapportering 6éver den matematik som jag lést.
Denna fardiga produkt innehaller en introduktion till gruppteorin och karaktérsteorin
samt behandlar grundlaggande satser och resultat i representations- och karaktérsteori.
Namnda innehall finns att ldsa i kapitlet "Matematik” eftersom innehéallet ar sa stort
att det inte récker att behandla det i ett resultatkapitel. Resultaten i Matematikkapitlet

talar for sig sjélva.

4.1.2 Tillampningen

I tillampningsdelen av matematikdelen visade det sig att den funna representationen var
reducibel. En uppdelning av representationen i en direkt summa visade att tre irreducibla
representationer horde till D3-molekylens normalsvingningar. Darmed har molekylen tre

normalsviangningar.

Genom att inféra en normalsvingningsbas kunde den karaktéristiska ekvationen det(K —
AM) = 0 l6sas, diar K ar systemets “kraftmatris”, M &r systemets "massmatris” och

v; = v/ A; ar normalsvingningsfrekvenserna och ¢ = 1,...,9.
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Molekylens normalsvingningsfrekvenserna visade sig bestd av tva nollskilda unika fre-
kvenser vy och 1o = vg dér vo, v3 saledes ligger pa en degenererad energiniva. Frekven-

serna beraknades till:

4.2 Resultat av utvarderingarna

I samband med testlaborationerna genomfordes utvérderingar. Har redogor jag for resul-
tatet av dessa samt hur laborationen fordndrades efter att den justerats med avseende

pa utvarderingarna.

4.2.1 Matematikassistenternas utvardering

Vid utvéarderingen visade det sig att:

e Laborationen ar omfattande och tar mer &n 3 h i ansprak.

e Samma molekyler byggs, rivs och behéver byggas upp igen i senare uppgifter, vilket

fordrojer laborationens progression.
e Materialet Molymod behdver forklaras for ickekemister.

e Molymodladorna innehaller komponenter som inte ska anvénds i laborationen och

darmed forvirrar laboranterna.

e En ldmplig molekyl och symmetrigrupp for spar 1 d4r ammoniak och en delgrupp

av dess hela symmetrigrupp, delgruppen av rotationssymmetrier.

Jag anvénde mig av dessa resultat i en forsta revidering av laborationen. Uppgifternas
omfattning och antal minskades och antalet molekyler som behévde byggas minskades. En
beskrivning av Molymodmaterialet formulerades och lades till molekylbiblioteket samt
onddiga komponenter avlagsnades fran byggsatserna. Spar 1 bestamdes till att inbegripa

ammoniakmolekylen och sagda symmetrigrupp.
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4.2.2 Testklassernas utviarderingar

Testklasserna fick anonymt besvara tva fragor i en kvalitativ undersékning. Har redovisar
jag en sammanstéallning av resultatet av undersckningen. Metoden och fragorna beskrivs

i 2.3.2.2. Hela understkningen finns i Bilaga F.

4.2.2.1 Forsta gruppen

I den hér gruppen som bestar av 12 elever redogor samtliga i fraga 1 for att de har lart
sig om symmetrier. Flera elever ar specifika i sin redogorelse for vad de har lart sig. Atta
elever berattar att de lart sig vad rotation- och spegelsymmetri ar. Flera elever forklarar
att detta satt att tdnka om symmetrier var helt nytt; symmetrier har aldrig stotts pa
genom nagon explicit forklaring. En elev (8) &r negativ till bilden av symmetrier sa som
den formedlats under laborationen. Denne tycker att symmetrier dr konstigt. Elev 3 och

11 hanvisar till spar 1 och anger att de ldrt sig om dessa begrepp.

Som svar pa fraga 2 har tre elever (5, 10 och 12) bara angett att laborationen var bra utan
att ge nagon kritik. Flera forbattringsforslag berér uppgifterna, men asikter om hur de
ska forbéttras ar nagot splittrade: eleverna vill bland annat ha nagon form av repetition
(elev 1), variation i uppgifterna (elev 8), svarare uppgifter (elev 9) samt kortare tid pa
varje uppgift (elev 2). En annan gemensam punkt for forbéttring som fyra elever tar upp
géller introduktionen till, och information om symmetribegreppet. De efterfragar mer

genomgang och information i bérjan av laborationen.

4.2.2.2 Andra gruppen

Pa liknande sétt som i forsta passets utvirdering redogor samtliga 11 elever i fraga 1
for att de lirt sig om symmetrier. Aven hiir redogér majoriteten av eleverna specifikt
for att de lart sig om de tva olika symmetrityperna och att se skillnad mellan dessa.
Flera elever redogor for att omradet var nytt, men det ar vart att notera att en elev
tycker att inget av materialet var nytt (elev 15) men att denne #andéa okat sin forstaelse
for symmetrityperna. Flera elever redogor for att de nu har lattare att se symmetrier i

molekyler. Tva elever (14 och 19) berattar att de lart sig att sétta samman symmetrier.

Vad giller fraga 2 uppger tva elever (13 och 14) att de tyckte att laborationen var for
kort. En elev (15) uppger att det var for mycket tid till uppgifterna. Fyra elever anger
ingen kritik eller kritik som inte kan harledas till nagon speciell del av laborationen. Tva

elever tar upp att "prick-exemplet” borde ha gatts igenom tidigare och med alla.
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4.3 Den fardiga laborationen

Nér laborationen reviderats efter testklassernas utvirderingar antog den sin slutgiltiga
form inom ramen for detta examensarbete. Samtliga uppgifter, assistenthandledningen
och molekylbiblioteket utgor detta resultat. Allt detta finns till beskddan som bilagor till

denna rapport.
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Diskussion

Detta avsnitt rymmer en diskussion kring examensarbetets resultat. Jag kommer att
anvinda kapitlet med litteraturéversikten for att motivera de olika aspekterna av labo-
rationen. Resultaten av utvirderingarna kommer ocksa att diskuteras liksom justering-
arnas implikationer for larandet. Dessutom ingar en diskussion angaende laborationens
anknytning till kursmalen i matematik- och kemidmnet samt forslag pa intressanta fram-
tida utvecklingsmojligheter. Lésaren forutsatts ha last kapitlet litteraturéversikt eftersom

detta kapitel kommer att innehalla rikligt med referenser dit.

5.1 Laborationens innehill

Flera aspekter av laborationens innehall ar utvecklade med tanke pa den litteratur jag
studerat och redogjort for i litteraturéversikten. Har kommer jag att argumentera for att
de aspekter jag tar upp ar véil valda i s& matto att de ar forenliga med de teorier om

larande och amnesdidaktiska synpunkter som beskrivs.

5.1.1 Laborationsmaterialets roll

Arbetsuppgifternas centrala roll i laborationen ar att vara ett stéd &t argumentation
och tanke nér eleverna arbetar med begreppen rotation och spegling. Ur ett sociokultu-
rellt perspektiv (se 3.2.1) dr meningen i begreppen ar kodifierad och rymmer kunskaper
och fardigheter som byggts upp av tidigare generationer. Vad som fran bérjan hade en
mening i en konkret situation har &verforts till teoretiska definitioner och abstrakta an-
vandningar. Enligt vad jag tidigare redogjort for i min beskrivning av det sociokulturella
perspektivet dr asikten att den teoretiska betydelsen &r svar att 6versétta till den fysiska

upplevelsen. Abstraktionen maste sittas i ett kommunikativt sammanhang dér den blir
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levande och fyller en pataglig funktion, som i fallet med denna laboration. Jag anser
att arbetsuppgifterna genom anvéndandet av modeller och diskussioner faktiskt sétter

abstraktionerna i ett kommunikativt sammanhang som gor dem levande.

Vidare framhaller Vygotskys sociokulturella perspektiv framhéver som jag tidigare pa-
pekat sprakets centrala roll i larandet. Att ldra sig, n& kunskap, ar en fraga om att kunna
anvanda sociokulturella resurser i praktiska projekt. Det som dérmed &r nédvéndigt i en
larandesituation ar ett praktiskt projekt, eller flera, samt de sociokulturella resurser som
behdvs for att kunna arbeta med projektet. I relation till min laboration &r det mojligt
att identifiera det praktiska projektet med de fragestéllningar som delas ut pa laboratio-
nens uppgiftspapper. Uppgifterna fordrar ett praktiskt handlande och varje uppgift blir

ett litet praktiskt projekt i sig, bland annat genom anvandningen av molekylbyggsatser.

Blooms taxonomi har jag anvént mig av vid formulerandet av dessa arbetsuppgifter. Det
marks genom att jag valt fragetyper som anknyter till kursmélen, enligt diskussionen som
foljde i avsnitt 3.3.1.1 i litteraturéversikten. Med tanke pa att utantillkunskaper inte ar
sérskilt forekommande i kursplanen laggs heller inte fokus pa det i arbetsuppgifterna.
Istallet laggs tonvikten pa att eleven ska urskilja, forklara, tolka, jamfora, kombinera och

argumentera.

5.1.2 Val av arbetsform

Jag pastar att laborationen sétter de inforda abstraktionerna i ett kommunikativt sam-
manhang, och att det ar darfor jag valt arbetsformen sa som den beskrivits. Det gar att
argumentera for. For det forsta arbetar eleverna gruppvis, vilket innebér att jag kunnat
utforma arbetsuppgifter som uppmanar till diskussioner mellan elever, ldrare och elever
samt matematikassistent och elever. For de andra ingéar i laborationen att eleverna far
tala om modellerna och tolkningarna, vilket dr en eftergift at att det &r sa vi lar i ett

sociokulturellt perspektiv.

Aven Deweys instrumentella pragmatism (se avsnitt 3.2.2 i litteraturéversikten) ar an-
vandbar som motivering till mitt val av arbetsform. Deweys foreslagna procedur ar att ga
fran det konkreta till det abstrakta. Det stimmer vél 6verens med hur stoffet i laboratio-
nen introduceras genom uppgifterna. Borjan dr konkret med manipulationer, byggande
och undersokning av molekylerna. Darefter stegras uppgifternas komplexitet och eleven
maéste hitta orsaker till symmetriférandringar och ténka pa strukturer och effekter. Att
varje uppgift avslutas med en diskussion om uppgiften och hur det gatt for eleverna ar

ett abstrakt slut.
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Aven Erikssons artikel (se avsnitt 3.3.2.1 i litteraturéversikten) ger stod at laborativ
matematik, och ddrmed min laboration, som en viktig komponent i elevens begrepps-
bildning. Med tanke pa att eleverna far handskas med konkret material sa som Eriksson
férordar, kan man dra slutsatsen att laborationen innehaller de aktiviteter som ar grund-

laggande for begreppsbildningen.

Vidare kan nagot sigas om det arbetssatt i fyra punkter som beskrivs i avsnitt 3.3.3. Jag
har vid konstruerandet av arbetsformen fér denna laboration forsékt att halla mig till
det som foreslas. Listan 6ver undervisningsstrukturens punkter ar generellt formulerad

och laborationen uppfyller i stora drag dessa.

For det forsta bjuder initialt laborationen pa en relativt fri undersékning; eleverna bygger
och undersoker. Undersokningen &ar fri och utan garantier pa vad de kan finna for sym-
metrier. Dock ar det naturligt att sjdlva byggnadsprocessens frihet ar nagot begransad,
ty beténk scenariot dér eleverna som forsta uppgift uppmanas att bygga vilken molekyl
som helst och finna dess symmetrier. Det ar en oerhort svar och stor uppgift for en elev

som inte bekantat sig med symmetribegreppet!

For det andra &r laborationen koncentrerad pa precis "praktiska aktiviteter fore formalise-
ringar och rdknande”. Fragestédllningar av denna typ kommer férst senare i uppgiftsféljden

och i spar 1.

For det tredje vill jag pasta att forstaelsen for symmetrier ar viktigare &n nagra proce-
durer i laborationen. Egentligen forekommer procedurer och algoritmer inte annat &n i

nagra fa rent praktiska sammanhang: sjdlva byggandet bland annat.

For det fjarde har jag arbetat for att bygga in flera mdéjliga representationsformer i fra-
gestallningarna. Eleverna uppmanas att representera symmetri med modeller, speglar,
"papper och penna’”, tabeller och diagram 6ver sammanséittningar. Sedan anvinds des-
sa som underlag for diskussioner, nir en uppgift sammanfattas och elevernas resultat

redovisas.

For det femte &r undervisningen bedriven i laborativ anda. Eleverna understker sym-

metrier med ett laborativt forhallningssatt.

5.1.3 Motivation och lust att lara

Det forsta omradet beror en aningen mer indirekt komponent i méluppfyllandeprocessen.
Det faktum att laborationen antagligen bjuder pa en variation i undervisningen kan vara
ett sitt att oka elevernas lust att ldra, nagot som i sin tur direkt paverkar processerna
som styr uppfyllandet av kursmalen. Motivation ar en grundlaggande komponent i elevens

framgéng i skolan, vilket man p4 NCM bland annat argumenterar for (se 3.3.2.2).
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Laborationen kan ocksa spela en direkt roll i elevens relation till kursplanen i matematik.
Det forsta beror kursmélen, som bland annat fastslar att eleven ska ges tillfillen att
generalisera och modellera. Eftersom eleven under laborationstilfillet ges tillfdlle att
modellera, uppleva, préva och generalisera kan laborationen anvindas som ett direkt led i
uppfyllandet av kursmalen. Laborationen aktualiserar séledes en bedémningsprocess som
kan utféras av en narvarande larare. En vetskap om detta bland eleverna kan tjana som
kiilla till motivation. A andra sidan kan det ocksa ha motsatt effekt; eleverna vill kanske
inte alls stalla upp pa att en extern laboration utgor ett "tyngre” bedémningsmoment,

ett laborativt prov.

Av Deweys fyra punkter som ska utgora elevens motivation (se avsnitt 3.2.2.1 i littera-
turdversikten) kan jag se att alla fyra verkar uppfyllas av laborationen. Elevens gemen-
skapsbehov uppfylls medelst laborationens grupparbetesinriktning. Eftersom laboratio-
nens kunskapsinnehéll antagligen ar nytt for eleverna bidrar det &ven till att elevernas
lust att utforska stimuleras. Att det i laborationen anvinds byggsatser till att konstruera
molekylmodeller med talar till elevens lust att skapa och tillverka. Det estetiska intresset

vacks 1 och med laborationens naturligt estetiska inslag: symmetrier.

Vidare kan négot sidgas om introduktionen till laborationen. Dess syfte dr bland annat
att knyta symmetrier till elevernas omvarld och de vardagsforeteelser som forekommer
dér. Min forhoppning &r att det ska fanga de flesta elevers intressen direkt. Jag tycker
att den forhoppningen infriades, med tanke pa elevgrupp 1 som var utan projektorn i
introduktionen efterfragade mer introduktion och att elevgrupp 2 som utsattes for den

inte efterfragade mer.

5.1.4 Assistentens roll i laborationen

Jag anser att det inte ar tillrackligt att endast lata eleverna handskas med material och
16sa uppgifter for att meningsfullt larande ska ske. Laborationen ar utvecklad med ett
syfte, och naturligtvis kan inte nagra garantier ges for att syftet uppnas om eleverna
arbetar helt sjilvstdndigt utan ledning. Assistenten roll i laborationen ar saledes att

vara ledande och motiverande.

Assistentens forsta motiverande uppgift ar att halla i introduktionen och fanga elevernas
intresse. For att sedan hélla forankringen till vardagen vid liv beréttar assistenten om de
molekyler som eleverna laborerar med; nagot om dess anvindningsomraden finns beskriv-
na i assistentversionen av molekylbiblioteket. Assistentens vidare roll under laborationen
beskrivs i assistenthandledningen och gar i korthet ut pa att samla ihop eleverna efter
varje uppgift. Da géller det att sammanfatta uppgiften och att synliggora intressanta

och aktuella matematiska resonemang och att ta vara pa elevernas vilja att redovisa sina
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standpunkter och resultat. Tillsammans med eleverna provar man olika forslags giltighet
och kommer fram till en gemensam I6sning. Detta dr i enlighet med de forskningsresultat

som redogjorts for i avsnitt 3.4.

Det ar samtidigt viktigt att assistenten ar uppmérksam pa elevernas arbete dven under
de tillfallen nér eleverna ar upptagna med att 16sa uppgifter. Om assistenten sjélv har
byggt de aktuella molekylerna och 16st samtliga uppgifter framgar det tydligt nér eleverna
ar i behov av stéd och hur langt gruppen har fortskridit med den aktuella uppgiften.
Det ar ovarderliga observationer som kan anvéndas for att fatta beslut om laborationens

progression.

5.2 Relation till kursmal

Laborationen anknyter till omraden inom bade matematiken och kemin. Hér f6ljer en

diskussion om kursmalen visavi de badda dmnena.

5.2.1 Matematikamnet

I samtliga av kurserna i matematik pa gymnasiet finns ett kursméal som séger att eleven
skall kunna formulera, analysera och 16sa matematiska problem av betydelse for vardags-
liv och vald studieinriktning. Detta kursmal &ar i hog grad intressant for elever som valt
studieinriktning mot ett naturvetenskapligt eller tekniskt program pa gymnasiet. I dessa
program ingar minst kemi A-kursen. Att kunna analysera och 16sa problem av matema-
tisk karaktar som anknyter till kemi A eller kemi B, det vill siga deras studieinriktning,
ar en aktivitet som eleverna kommer att dgna sig at under laborationen. Detta kursmaél

ar saledes mycket aktuellt for deltagarna i laborationen.

Kursen matematik A har ett mal som handlar om geometrin och dess begrepp. I kurspla-
nen star att “eleven skall ha férdjupat kunskaperna om geometriska begrepp och kunna
tillimpa dem i vardagssituationer och i studieinriktningens évriga #mnen”!. Symmetri-
er sa som de introduceras i min laboration ar i hogsta grad geometriska begrepp. Med

samma resonemang som i avsnittet ovan ar detta kursmal relevant i laborationen.

Aven kursmalen i kursen matematik - breddning &r intressanta for laborationen. I denna
kurs &r innehallet inte noga specificerat, utan eleven skall anvinda kunskap fran olika
omraden inom matematiken.? Om ett av d&mnesomradena exempelvis dr en fordjupning
i diskret matematik och gruppteori kan min laboration anvindas som ett direkt redskap

for maluppfyllnad.

1Skolverket: MA1201 - Matematik A, Kursplan, juli 2000.
2Dens.MA1206 - Matematik - breddning, Kursplan, juli 2000.
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5.2.2 Kemiamnet

Laborationens kemiinnehall har storre anknytning till kemi sa som det gestaltas pa ef-
tergymnasiala utbildningar &n pé gymnasiet. Men det finns naturligtvis formuleringar
i kursplanerna for kemi som stdmmer med innehéallet i min laboration. Ett av malen i
kursen kemi A ar att “eleven skall kunna planera och genomféra experimentella under-
sokningar pa ett ur sédkerhetssynpunkt tillfredsstillande sétt, kunna bearbeta, redovisa
och tolka resultatet samt redogora for arbetet muntligt och skriftligt”?. Man kan se min
laboration som ett experiment, och i sddana fall ett experiment som syftar till att de-
monstrera molekyldr symmetri. Det eleverna i sddana fall gor, ar att utfora experiment,
redovisa resultatet skriftligt och muntligt for varandra och for assistenten, samt tolka

resultatet av undersékningen.

Négot annat i min laboration som trénas ar att skriva kemiska formler for struktur och
sammansattning av aktuella molekyler. Detta &r en kunskap som eleven skall ha férvarvat
efter kemi A.% I kemi B finns ocksa ett mal som &r relevant: dér star att eleven skall ha for-
djupat sina kunskaper inom nagra av kemins aktuella tillimpningsomraden.® Ett sadant
omrade anser jag skulle kunna handla om molekyldr symmetri och dess tillimpningar
inom olika omraden i kemin. Darmed &r detta mal nagot som aktualiserar laborationen

som ett moment ocksa 1 kemi B.

5.3 Reflektion kring testlaborationer och utvarderingar

Detta avsnitt innehaller mina reflektioner och erfarenheter fran testlaborationerna med
eleverna fran ett Stockholmsgymnasium. Min férhoppning ar att dessa kan verka for att

gora laborationen béttre néar den anvénds i Vetenskapens Hus reguljara verksamhet.

Innan laborationstillfallena diskuteras for sig tycker jag att det &r lampligt att sdga ett
par ord om utvarderingens form. Den var en kvalitativ undersékning, vilket innebar att
deltagarna gavs tillfdlle att redovisa sina tankar om laborationen relativt tva 6ppna fra-
gor. Jag valde denna undersokningsform istéllet for den kvantitativa diton eftersom jag
sokte komma at aspekter av laborationen som eleverna sjélva hade asikter om och re-
agerat pa, snarare dn de aspekter som jag forutsag att eleverna kunde ha asikter om.
Detta forfaringssatt anser jag kommer narmare elevernas tankar &n vad ett kvantita-
tivt forfaringssétt formar. Dock for det ockséd med sig nackdelar. Eventuella felkéllor i

undersOkningen, i den man man kan tala om felkéllor i en kvalitativ undersckning, kan

3Skolverket: KE1201 - Kemi A, Kursplan, juli 2000.
/R

Ibid.

5Skolverket: KE1202 - Kemi B, Kursplan, juli 2000.
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for det forsta vara att jag kéinde denna elevgrupp eftersom jag undervisat dem under
VFU-perioden "Verka i skolan”. De kan darfor kdnna sig manade till att ge laborationen
ett gott omddme trots att upplevt oklarheter eller andra av mig icke efterstréavansvirda
aspekter av laborationen. For det andra genomfoérdes undersokningarna som ett sista
moment av ett langt undervisningspass. Dérmed finns méjligheten att eleverna inte ha-
de ork nog att bemdda sig med att tdnka metakognitivt nagon langre stund och endast

forfattade asikter med hénsyn till affekter.

5.3.1 Forsta testlaborationen

Resultaten fran undersékningen innehaller ganska entydiga svar angaende vad eleverna
anser att de lart sig under laborationen, se 4.2.2 och Bilaga F. Det betraktar jag som
en indikation pa att laborationen uppfyller sitt syfte, det vill séga att eleverna resonerar
kring symmetrier. Att detta syfte uppfylldes kan &ven jag sjilv intyga; eleverna var aktiva
i de diskussioner som foljde pa arbetsuppgifterna och diskuterade, argumenterade och
redogjorde for sina resultat. Elever som tyckt att det fanns oklarheter eller hade svart
att 10sa uppgifterna drog nytta av sina kamraters resonemang. Efter uppgift tva hade
alla elever lart sig handskas med materialet och 16sa uppgifter med hjélp av det. Jag
férordar att matematikassistenterna som héller i denna laboration uppméarksammar att

lata eleverna redogora for sina resultat ndr en uppgift ar klar.

Flera elever framhaller asikter om arbetsuppgifternas beskaffenhet. Essensen i dessa anser
jag vara att en for stor andel uppgifter lyfts fran laborationen; den faktiska tidsatgang-
en var storre dn den uppskattade. Detta innebéar att jag kan lata ett antal borttagna

uppgifter anta sin forna plats.

Under det forsta laborationspasset blev den tdnkta presentationen inte av pa grund av
kompatibilitetsproblem mellan min dator och projektorn i salen. Darfér genomfordes
en improviserad presentation. Det &r, med tanke pa detta, inte markligt att eleverna
efterfragade mer genomgang och information i boérjan av laborationen. Jag foreslar att

min presentation anvénds i fortsdttningen.

5.3.2 Andra testlaborationen

Denna grupp har gemensamt med den forr att deras svar &r entydiga med avseende pa
vad anser att de lirt sig. Aven hér var eleverna aktiva i diskussioner och redogorelser
for sina resultat. I denna grupp var det var lika tydligt att diskussionerna i helklass som

sammanfattade uppgifterna hade en central betydelse for elevernas larande.
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Vid detta tillfdlle hade jag mojlighet att genomfoéra presentationen med en projektor.
Det dr anmérkningsvért att inte en enda elev efterfragar mer introduktion. Min tolkning

ar att presentationen fyller sitt syfte, och att den bér anvindas dven i fortsdttningen.

Flera elever tyckte att "prickexemplet” borde ha fatt en storre roll. Prickexemplet visade
jag for ett antal elever som undrade 6ver skillnaden mellan en spegling och en rota-
tion; dess resultat kan se lika ut. Denna asikt gjorde att jag lade till en beskrivning av
prickexemplet i assistenthandledningen samt en uppmaning till att det anvénds for att

demonstrera resultatet av en spegling.

5.4 Framtida utveckling

I framtiden vore det intressant att se en utveckling av spar 2 och dven andra spar. Det
finns manga omraden inom kemin som anknyter till det faktum att molekyler kan vara
symmetriska. Bland annat kan nédmnas det fenomen som kallas optisk aktivitet. Det
gar i korthet ut pa att icke-identiska spegelbilder av en molekyl vrider planpolariserat
ljus olika. Ofta intraffar att den ena molekylen vrider ljusets plan med vinkeln 6 och
den andra med vinkeln —6, det vill sdga lika mycket men i motsatta riktningar. En
l16sning med lika koncentrationer av de bada spegelbildsmolekylerna (ett racemat) har
en nettoforskjutning av ljusets plan med noll grader. Om det finns erforderlig utrustning

medelst vridningen kan métas kan ett spar ha som mal att understka detta.

Om produkten i en kemisk reaktion dr asymmetrisk kan resultatet vara ett racemat.
Det finns flera dokumenterade héndelser, t.ex. i likemedelsindustrin, dar detta utgjort
ett problem. Faktum &r att de icke-identiska spegelmolekylerna kan ha olika effekt pa
manniskokroppen. Liakemedlet Neurosedyns aktiva substans Talidomid uppvisar denna
egenskap. Den ena molekylen har avsedd effekt medan den andra orsakat fosterskador. I
detta sammanhang kan det vara intressant att se pa den organiska kemins nomenklatur

och se varfor ett racemat kan bildas.

Den moderna kemitekniken har gjort det mojligt att separera tva icke-identiska spegel-
bilder, med hjalp av kromatografi i en s.k. kiral kolonn. Hur en sadan fungerar ar centralt

och aktuellt att tala om eftersom det direkt anknyter till symmetribegreppet.

5.5 Slutsatser

Det huvudsakliga mélet med examensarbetet var att kunna presentera en fardig produkt

for Vetenskapen Hus i form av en fungerande laboration. Nar den forsta testlaborationen
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med matematikassistenterna genomforts stod det klart att laborationen var genomfor-
bar, ehuru i behov av slipning. Efter genomférandet av den andra testlaborationen med
gymnasieelever fran en skola i Stockholmsomradet visade det sig att laborationen mog-
nat och mer: gymnasieelevernas utvarderingar visar entydigt att laborationen innehaller
intressant matematik samt att eleverna lar sig om symmetrier. Det innebar att laboratio-
nen uppfyller sitt syfte och att resultatet ar att betrakta som en fardig produkt. Darmed

ar examensarbetets huvudsakliga mal uppfyllt.

Gallande fragestéllningarna i avsnitt 1.4 ges en matematisk beskrivning av symmetrier
i Bilaga A. Lérande under en laboration beskrivs i kapitel 3 och i detta kapitel, avsnitt
5.1. Géllande passande arbetsformer for en laboration om symmetrier, kan den modell
jag lagt fram sdgas vara passande, med stod fran mina undersékningar och litteraturen.
Det material som anvinds for att askadliggora symmetrier och dess anvindning beskrivs
i kapitel 2.



Bilaga A

Matematisk bakgrund

A.1 Introduktion

A.1.1 Om grupper

Har kommer vi att tala om grundliggande gruppteori. Fragor som "vad &r en grupp”,
"vilka egenskaper har grupper”, kommer att besvaras pa basta mojliga vis. Jag hoppas

att du kommer att félja med i texten.

Vi borjar med att definiera begreppet grupp.

Definition A.1.1. En grupp &r en algebraisk struktur bestdende av en mingd G och
en funktion f. For f géller att den tar tva element ur méangden och avbildar det pa ett

element i samma maéangd, dvs.:

f: GxG—=G

(91,92) = f(g1,92), 91,92 € G.

Istéllet for funktionsnotation kan vi beteckna operationen f(g1, g2) med g - g2, s.k. in-

fixnotation. Elementen i G tillsammans med - uppféljer de s.k. gruppaxiomen:

o [dentitet. Det existerar ett element I i G s.a. for alla element a i G géller a - I =
I-a=a.

1

e Invers. For alla element a i G existerar a ' i G, s.a.a ' -a=a-a" ' =1.

o Associativitet. For alla a,b,c1 G géller a- (b-¢) = (a-b) - c.

Man beskriver en grupp genom notationen (G, -). Man menar da att detta &r en grupp

med méngden G ocsh operationen -, vilket skiljer den fran andra algebraiska strukturer.

43
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A.1.2 Den generella gruppens egenskaper

Héar kommer vi att underséka nagra av de egenskaper som gruppaxiomen medfor.

Ar identitetselementet unikt i en grupp? Det forsta gruppaxiomet i listan ovan slar fast
att det existerar ett element I i gruppen, som inte "paverkar” de andra elementen. Med
anda ord géllde ju att a - I = I - a = a. Kan vi vara sidkra pé att det endast existerar
ett element I som har funktionen av ett identitetselement? Rent intuitivt &r det inte en

omdjlighet att en grupp kan innehalla flera identitetselement. Sa ar dock inte fallet:

Sats A.1.2. Lat G vara en grupp. Da existerar precis ett identitetselement i G.

Vi antar att det finns tva identitetselement I1, I, € G. For alla a € G géller da:

aly = a,

aly = a.

Bewvis. Dessa tva likheter medfor att att al; = als, vilket med multiplikation av a=! fran

vinster ger a~'al; = a~laly vilket forenklas till I; = Is.

Vi har nu visat att de tva ténkta identitetselementen I7 och Iy ar identiska. Eftersom
detta géller for godtyckligt valda I och Is i gruppen, har vi visat att det endast finns

ett identitetselement i varje grupp. O

Det andra gruppaxiomet talar om for oss att det fér varje element a i en grupp existerar

1 1

en invers a~ ! for vilket géller att aa™' = a~'a = I. Det visar sig att varje invers &r unik:

Sats A.1.3. Lat G vara en grupp. For alla a € G existerar precis ett element a=' som

ar inversen till a.

Bevis. Med samma beteckningar som i satsen antar vi att a € G har tva inverser b, ¢ € G.

Det innebéar att

ab=ba =1,

ac=ca=1.

Fran ovan erhalles ab = ac och genom att multiplicera med a~! fran vinster fas a'ab =

1

a~rac och slutligen b = ¢. Det existerar saledes bara en invers per element enligt samma

resonemang som i beviset till sats A.1.2. O
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Sats A.1.4. Inversen av en produkt. Lat G vara en grupp. Da dr (ab)~' = b~ta™t for
alla a,b € G.

Bevis. Fran gruppaxiomet om invers har vi att detta kan verifieras genom evalueringarna

(ab)(b‘la_l) — a(bb_l)a_l _ aIa_l _ CLCL_I _ I,
(b ta Y (ab) =b(ata)b=b"Tb=b"tb =1

Det &r klart att (ab)~! =b"ta" 1. O

A.1.3 Grupper och ordningar

Ordningsbegreppet anviands ndr man talar om en grupps storlek. Man aterkommer ofta
till detta begrepp nér man talar om olika grupper och det ar déarfor bra att ha betydelsen
klar. Man definierar ordningen bade for en hel grupp och for ett enskilt element i gruppen.
Nar man talar om ordning i gruppsammanhang behover man skilja mellan dndliga och

odndliga grupper. Darfor diskuterar vi ordning fran tva fall:

Definition A.1.5. Andliga gruppers ordning. Ordningen av en &ndlig grupp ér lika med
kardinaliteten pa méngden som rymmer gruppens element. Om G &r en grupp later vi
O(Q) beteckna dess ordning. For en grupp av dndlig ordning géller att O(G) < oo, vilket

betyder att gruppen innehéaller dndligt manga element.

Ordningen av ett element @ i nagon éndlig grupp G med identitetselementet I bestdms
av det minsta positiva heltal 4 som uppfyller a® = I. Vi betecknar ordningen pa a som
o(a) =min{i € N:a' = I}.

Definition A.1.6. Odndliga gruppers ordning. Fér en grupp av oédndlig ordning géller
att den minst innehaller ett uppréakneligt oandligt antal element. Vi sdger da att gruppens

ordning ar oo.

Vi definierar ordningen av ett element i en oéndlig grupp analogt med definitionen av
detsamma i en dndlig grupp, men med tillagget att om inte nadgot sddant heltal i existerar

sager vi att elementets ordning &ar oco.

Kommentar A.1.7. Det dr vért att notera ett antal ting om elements ordning. Iden-
titetselementet ar av ordning 1. I grupper med éndlig ordning har alla element &ndlig
ordning. Déremot kan oédndliga grupper ha element av bade dndlig och odndlig ordning:

beténk identitetselementet som finns i varje grupp, vilket har ordning 1.

Harnést kommer tre exempel pa grupper att studeras. Vi kommer i varje exempel att

definiera en operator i enlighet med hur en gruppoperator skall definieras, och déarefter
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verifiera de tre gruppaxiomen. Det visar att den givna méangden tillsammans med sin

operator verkligen utgdr en grupp.

Exempel A.1.8. Gruppen (Z,+). Vi later som vanligt Z beteckna méngden av heltal.

Om vi later addition vara gruppoperator och a,b € Z har vi att

+: ZXZ—Z
(a,b) — a+b.

Eftersom summan av tva heltal alltid ar ett annat heltal, a + b € Z, s& dr + en bra

kandidat till gruppoperator. Harnést undersoker vi om gruppaxiomen haller i (Z, +).

Identitet. Vilket tal I € Z, under addition, kan tjana som ett identitetselement dvs.
I+a=a+1=ua,allaa€Z? Jo, talet 0 € Z uppfyller 0+a =a+0=a. Alltsd &r I =0

och detta gruppaxiom haller.

Invers. Vi ska finna en additiv invers till @ € Z. Heltalet —a kommer alltid att uppfylla
a+ (—a) = —a+ a = 0. Saledes finns det en invers till alla element i Z som ocksa ligger

i gruppen. Detta axiom haller.

Associativitet. Rakneséttet addition dr assosciativt pa Z, vilket medfor att &ven det sista

gruppaxiomet haller.

Vi har nu verifierat att (Z,+) ar en grupp. Eftersom addition &r kommutativ kallas

gruppen "Abelsk”.

Exempel A.1.9. Gruppen (Zs,+). Med Z,, dir n € N = {1,2,3...}, menar man
méngden av heltal fran 0 upp till n — 1, dvs. Z, = {z € Z : 0 < z < n—1} =
{0,1,2,...,n — 1}. Saledes ar Z3 = {0, 1,2}. Den kan anvindas som méngd i en grupp

med operationen 4+, om vi definierar operatorn genom

+: ZgXZ3—>Zg
(a,b) = a+b (mod 3).

Operatorn ar vanlig addition, fransett att summan uttrycks som det minsta positiva
heltal som é&r kongruent med summan modulo 3. En summa av tva tal a + b = ¢ dar
a,b € Z3, som reduceras mod 3 antar alltid virdet av nagot tal i méngden {0, 1,2} = Zs.
I sjalva verket kan vi vélja vilka naturliga tal som helst, ty de kan ju alla reduceras
kongruent till @ mod 3 respektive b mod 3. Definitionen av operatorn + ovan &r alltsa
definierad sa som en gruppoperator skall definieras: den avbildar ett par av element
a,b € Zs pa ett annat element ¢ € Zs. Harnést undersdker vi om gruppaxiomen héller

for gruppen (Zs, +).
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Identitet. Vilket tal I € Zs, under addition, kan tjina som ett identitetselement? Jo,
talet 0 € Zs uppfyller 0 +a = a 4+ 0 = a. Alltsa &r I = 0 och detta gruppaxiom haller.

Invers. Vi ska finna en additiv invers till a € Zs. Talet —a kommer alltid att uppfylla
a+ (—a)=—a+a=0,men dr —a € Z3? Nej, ty Zs ar en mangd av positiva tal. Dock
kan vi alltid skriva om —a till ett positivt heltal i Zs som &ar kongruent med —a mod 3.
Vi kan visa detta i den aktuella gruppen genom att ga igenom alla inverser till elementen
iZ3: —0=0, -1 =2 (mod 3) och —2 =1 (mod 3). Saledes finns det en invers for alla

element i Z3 som ocksa ligger i gruppen, och det ar klart att detta axiom haller.

Associativitet. Raknesattet addition ar assosciativt pa Zg, vilket medfor att dven det

sista gruppaxiomet héaller.

Vi har nu verifierat att (Zs,+) ar en grupp. Eftersom addition dr kommutativ ar Zg

ocksa en Abelsk grupp.

Exempel A.1.10. Gruppen av inverterbara reella n X n-matriser, R"*". Elementen i
den hér gruppen dr matriser med n rader och n kolonner, och saledes n? element som
hér &r reella tal. Vi kommer dock inte lyckas gora hela méngden av reella n x n-matriser
till en grupp. En nodvéandig begransning ar att exkludera de icke-inverterbara matriserna
fran gruppens grundméangd och séledes endast bilda en grupp av en delméngd av R™*™.
Inverterbara matriser ar precis de matriser som har en nollskild determinant. Vi kommer

att diskutera anledningen till inskrankningen senare.

Vi behdver nu en operator som gér méngden av reella n x n-matriser till en grupp.
Eftersom addition faktiskt inte ger en gruppstruktur pa denna méngd (betéank t.ex. att
matrisen A + (—A), dar A, —A &r inverterbara reella matriser, saknar invers) véljs hér

matrismultiplikation till operator. Vi definierar saledes operatorn

Rnxn % ]RTLXH N Rnxn

ailr .- Q1n bl,l e bl,n ‘11 .- Cln

p1 ... Qnn bp1 ... bun Cnl --- Cnn

dar elementet ¢; ; = a;101; + ajobaj + - + ajnbyj = ZZII a; sbs ;. Eftersom ¢; ; ar
en summa av en produkt av reella tal géller ¢; ; € R och dérfor géller C' € R™"*™. Men
ar C alltid inverterbar, vilket den maste vara om matrismultiplikationen ska vara en
gruppoperator? Om C' = AB och A, B inverterbara, s& betyder det C = det AB = det A-
det B # 0 att C ocksa ar inverterbar. Matrismultiplikation &r saledes en gruppoperator
pa mangden av alla inverterbara n x n-matriser. Vi ska nu underséka om gruppaxiomen
haller.
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Identitet. Vi later I beteckna identitetsmatrisen av storlek n. Vi har att

matrisen med ettor i diagonalen och 0 annars. Lat A € R™". Da ar Al = A = A.

Matrisen I ar saledes identitetselementet.

Invers. Det finns matriser A € R™"*™ sadana att de saknar invers. Om det A = 0 existe-
rar ¢j A~'. Hela méngden R™*™ under multiplikation kan dérfor inte goras till en grupp.
Istéllet kan vi ta den storsta delméangden i R™*™ som har gruppstruktur, namligen méang-
den av alla inverterbara n x n-matriser, {A € R™*"™ : det A # 0}. Den gruppen brukar i

algebran skrivas GL(n,R), vilket star for "generella linjara gruppen”.

Associativitet. Eftersom matrismultiplikation alltid ar associativ i hela R™*"™ &r den dven

det i GL(n,R) eftersom GL(n,R) C R™*™.

Vi sag alltsd att hela R™ "™ inte har gruppstruktur under multiplikation eftersom inte
alla matriser har inverser. Men om gruppens méangd begransas till att innehalla endast

de matriser som har inverser sa erhaller vi gruppen GL(n, R).

A.1.4 Speciella grupper

I gruppteorin finns manga exempel pa grupper med sédrskilda egenskaper. Har kommer

nagra av de grundldggande, men speciella, grupperna att definieras och utforskas.

Definition A.1.11. Lat G vara en grupp och lat g € G. Vi infor sedan potensnotation,
sa att ¢, m € Z betyder

g-...-g (m ganger) om m >0
(gH ™ omm<0

ITomm=20

M+ Om varje element i G kan skrivas som potenser av g

Vi har da ocksa att ¢™¢" =g
sdatt G={g":necZy={..,97%29 4 1,4"g%...} kallas gruppen cyklisk. Man siiger
att g genererar G eller att g &r en generator for G. Man brukar anvéinda beteckningen

(g) om gruppen som genereras av g.

Kommentar A.1.12. En cyklisk grupp kan vara &ndlig eller oéndlig. Gruppen (g)

ar dndlig om det finns ett positivt heltal n sddant att ¢" = I. Om n ar det minsta
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heltalet som uppfyller detta sa har (g) precis n element. Mangden av alla element i (g)

ar da lika med {¢° = ¢g" = I,g',¢%,...,9" '}, dvs. en mingd med n element. Da ar
O({g)) = o(g) = n.

Definition A.1.13. En grupp (G, +) kallas Abelsk om a + b = b+ a for alla a,b € G.
Av naturliga skil anvinder man gérna 4+ som gruppoperatorbeteckning till en Abelsk
grupp. I exemplen som diskuterades tidigare ar (Zs, +) abelsk, men ej (GL(n,R),-) for
n > 1.

A.1.5 Delgrupper

I detta avsnitt kommer begreppet delgrupp att definieras. En delgrupp &r ett viktigt ob-
jekt som anvands inom all gruppteori, bl.a. for att definiera nya objekt, sa som sidoklasser

och kvotgrupper.

Definition A.1.14. Lat G vara en grupp med operatorn - och lat H vara en icketom

delméngd till G. D& ar H en delgrupp till G om och endast om:

1. Slutenhet. For alla a,b € H géller a-b € H,

2. Invers. Oma € Hsda ' € H.

Dessa tva kriterier kan sammanfattas i ett enda téckande, som hadanefter kallas del-

gruppskriteriet:

Sats A.1.15. Delmdingden H # @ av G dr en delgrupp om och endast om det for alla
a,b € H giller att ab™' € H.

Bevis. Beviset foljer hir. Lat a = b vilket medfor aa~! = I € H. Nér vi vet att identitet-
selementet alltid finns i delgruppen kan vi lata a = I sa att Ib~! = b~! € H. Eftersom
b~! finns i delgruppen s far vi fran delgruppskriteriet att a (bil)f1 =ab € H. De bada
delgruppskraven invers och identitet kan allts& hérledas fran delgruppskriteriet, vilket

visar att det &r tillrackligt och nédvandigt. O
Sats A.1.16. En cyklisk grupp (g) till G, dar g € G, dar en delgrupp.
Bevis. Det riicker med att visa ab~! € (g), enligt delgruppskriteriet. Lat a = g™ och

b=g" (m,n €Z). Daidrab~! = gmg™" = g™ " € (g) enligt definitionen av en cyklisk
grupp. Det &r klart att (g) &r en delgrupp till G. O
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Definition A.1.17. En sidoklass ar en viss typ av méngd med element fran en grupp.
En sidoklass bildas genom att ta en delgrupp H till G, fixera ett element ¢ € G och
sedan bilda méngden gH eller Hg. Vi definierar den wvéinstra sidoklassen genom gH =
{gh : h € H} och den hdgra sidoklassen genom Hg = {hg : h € H}. En sidoklass ar

saledes méngden av delgruppens element multiplicerat med g fran hoger eller vénster.

Definition A.1.18. Med beteckningarna fran ovan sa kallas H for en normal delgrupp

om och endast om gH = Hg, eller ekvivalent gHg~' = H, for alla g € G.

Kommentar A.1.19. Om G ar Abelsk giller sjalvklart att gH = Hg, men det géller inte
alltid. Alla delgrupper till en Abelsk grupp ar séledes normala delgrupper. Omvéandningen
galler dock inte, s& det ar inte sdkert att hela gruppen ar Abelsk d4ven om delgruppen ar

normal.

Sats A.1.20. Alla sidoklasser gH ddr g € G som bildats med en delgrupp H till G har
samma kardinalitet. Om H dr dandlig sa dr kard(gH) = O(H). Detta gdller dven for de

hégra sidoklasserna.

Bewvis. Intuitivt kan vi ju tdnka oss att gH mdojligtvis far farre eller fler element &n H.
Om vi far firre element i gH &n H betyder det att minst tva element gh, gh’ € gH visar
sig vara samma element. Men d& har vi att gh = gh’ och darfor h = b/ vilket visar att
gH aldrig 4r mindre 4n H. Att gH inte blir storre &n H &r givet i definitionen av gH.
Saledes géller att alla sidoklasser gH har samma kardinalitet, och att om H &ndlig s& ar
kard(¢H) = O(H). O

Definition A.1.21. Kvotmdngd. Om H &r en delgrupp till G kallar vi méngden {gH :
g € G}, dvs. méngden av alla sidoklasser till H, for kvotmangden G/H. Man siger "G
mod H”.

Definition A.1.22. Operatorn sidoklassmultiplikation ar definierad pa foljande vis:

G/H x G/H — G/H
(1 H,g2H) — (1 H)(92H) = q192H, 1,92 € G.

Kommentar A.1.23. Operationen gar alltsa till s& att vi tar tva element fran sido-
klasserna som ska multipliceras, kallade representanter, och multiplicerar dessa. Den
sidoklassen som produkten av representanter hor till, &r resultatet av sidoklassmultipli-

kationen.

Héarnést visar vi att kvotméngden kan goras till en grupp tillsammans med sidoklassmul-
tiplikation. En gruppoperator maste dock vara véldefinierad. Det framkommer nedan

att:
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Sats A.1.24. Gruppoperatorn sidoklassmultiplikation dr vildefinierad och mdngden av

alla sidoklasser gH till en normal delgrupp H till G utgor en grupp.

Bevis. Vi maste nu visa att operationen &r vildefinierad om H &r en normal delgrupp till
G. Vad menas med att operatorn ér vildefinierad i det har fallet? Tag forst a,a’, b, 0’ € G.
Om multiplikationen &r vildefinierad pa de vénstra sidoklasserna sa maste vi forsdkra
oss att om aH = o'H och bH = b'H, dvs. om a’ € aH och b € bH, si ar abH =
a'b' H. Resultatet av sidoklassmultiplikationen ska alltsi vara samma, oberoende av vilka

representanter vi véljer for respektive sidoklass.

Vi visar nu att multiplikationen faktiskt dr valdefinierad. Eftersom a’ € aH och b/ € bH
existerar det h,h’ € H sadana att ' = ah och ' = bh/. Produkten mellan dessa ar
a'tl = ahbh/ = a(bb~1)hbh = ab(b~'hb)R'. Eftersom (b~ 'hb) € H enligt antagandet sa
ar (b=1hb)h' = h" € H. Vi har nu att o't/ = abh” och diirmed a'b’ € abH. Eftersom olika
sidoklasser ar disjunkta enligt lemma A.1.27 nedan, ar o't/ H = abH, och multiplikation
av vanstersidoklasser ar saledes véldefinierad. Beviset kan upprepas pa ett liknande sétt

med hogersidoklasser.

Vi visar nu att om sidoklassmultiplikationen &r véldefinierad sa maste H vara normal.
Antag att operationen dr valdefinierad s& som det beskrivs ovan. Tag g € G och h € H.
Beviset bygger pa att vi viljer a,a’,b, b’ listigt. Lat a = I, @’ = h och b = b = g~
Eftersom vi antar att operationen #r vildefinierad har vi att Ig~'H = hg~'H och
dirmed hg='H = ¢g~'H. Enligt vad vi sagt ovan betyder det att hg~' € ¢g~'H och
dirmed att hg=! = g~ 'h/, dir B’ € H. Genom att multiplicera med ¢ fran viinster far

1

vi ghg™* = h' € H enligt antagandet att h’ dr ett element i H. Eftersom g och h var

godtyckligt valda element drar vi slutsatsen att gHg~' C H for alla g € G. Darfor a&r H

en normal delgrupp till G om multiplikationen &r véldefinierad.
Vi verifierar nu gruppaxiomen:

Identitet. Man ser enkelt att (¢H)(H) = (9H)(IH) = gIH = gH och p.s.s. ([H)(gH) =

gH. Darmed &r delgruppen sjalv identitetselementet.

Invers. Eftersom (gH)(g 'H) = ggo'H = H och (¢ 'H)(gH) = H sa ir (gH)™! =
-1
g "H.

Associativitet. Man ser att ((¢H)(g'H))(¢"H) = (99'H)(¢"H) = g¢'¢"H = (¢H)(¢'g"H) =
(9H)((¢'H)(¢"H)). Det ar saledes klart att sidoklassmultiplikation &r associativ. O

Sats A.1.25. (Lagranges). Lat H vara en delgrupp till en dndlig grupp G. Da delar
O(H) dlltid O(QG).

Kommentar A.1.26. Beviset som hir kommer att gas igenom, ar uppdelat i tre delar.
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e Forst visar vi att for en godtycklig grupp G och delgrupp H C G giller att tva
olika sidoklasser till H &r disjunkta.

e Sedan visar vi att sidoklasserna partitionerar gruppen.

e Sist visar vi att resultaten ovan leder fram till satsen.

Lemma A.1.27. Lat H vara en delgrupp till G. Da dar alla icke identiska sidoklasser
till H parvis disjunkta.

Bevis. Om vi kan visa att for alla ¢ € G existerar exakt en sidoklass som innehéller
g har vi ocksa visat att sidoklasserna till H ar disjunkta. Inget element i en sidoklass
kan da férekomma i en annan sidoklass; de ar disjunkta. Definiera tva sidoklasser till
H:Hg={hg:he H} och Hy ={hg' : h € H} for g,¢' € G. Om vi tar ett element a
och antar att det ligger i bAde Hg och Hg' kommer alltsd Hg = Hg' att gilla. Vi ska nu
visa det. Lat hy, ho € H vara sddana att a = h1g och a = hog’. D4 maste h1g = hag’ och
g = hi'hag. Tag h € H. Da ér hg € Hg. Vi erhaller hg = hhy *hag enligt ovan. Men
H ér ju sluten, si vi later h' = hh{'hy € H. Da é&r hg = h'g’ € Hg/, si varje element
hg € Hg kan skrivas pa formen h'g’ € Hg'. Alltsa ligger alla element i Hg ocksa i H¢',
dvs. Hg C Hg'. Den andra inklusionen Hg' C Hg kan ocksé visas pa motsvarande sétt,
sd Hg = Hg'. Slutsatsen ar att om ett element finns i tva sidoklasser sa ar de identiska.
Ett element kan alltsa inte finnas i tva fran varandra skilda sidoklasser, och ddrmed &r

sidoklasserna disjunkta. O

Lemma A.1.28. Samtliga sidoklasser till en delgrupp H av G partitionerar G.

Beuvis. Lat alla sidoklasser till en grupp G som &r bildade genom delgruppen H vara
Hgi,Hga,... . Da kommer G = UgeqHg om sidoklasserna partitionerar G. Om detta
Ar en partition av G sa kommer alla element i G med i unionen av sidoklasserna. Ar det
sa? Ja, eftersom alla delgrupper till G har identitetselementet och vi bildar sidoklasserna
genom Hg for alla ¢ € G, kommer varje element i G finnas representerat i precis en

sidoklass. Vi kan alltsd med sékerhet sidga att sidoklasserna partitionerar G. O

Kommentar A.1.29. Om hela gruppen G andlig sa &r en delgrupp H C G ocksa dndlig
vilket innebér att antalet sidoklasser till H &r dndligt. Da kommer G att partitioneras
av ett dndligt antal sidoklasser. Darmed finns det ett positivt heltal n sddant att G =
HggUHgyU---UHg,.

Bevis. (Lagranges sats) Eftersom alla sidoklasser ar lika stora, och har kardinaliteten
O(H) da G ar andlig, sa far vi enligt ovanstaende att O(G) = n - O(H). Dérmed har vi
visat Lagranges sats: om H &r en delgrupp till G sa delar delgruppens ordning gruppens
ordning: O(H) | O(G). O
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A.1.6 Homomorfier och isomorfier

Dessa tva begrepp anviands nér man jamfor tva grupper med varandra. Om det existerar
en icke-trivial homomorfi eller en isomorfi mellan tva gruppern innebéar det att det finns
likheter i de bada gruppernas struktur. En isomorfi innebér en starkare grad av likhet dn
en homomorfi. Nedan kommer vi att definiera, och diskutera mer ingdende, vad begreppen

innebar.

Definition A.1.30. En homomorfi ¢ ar en funktion fran en grupp G till en grupp K

med vissa egenskaper. Med andra ord,
¢: G— K.

Vad mer é&r, innehar en funktion som &r en homomorfi en speciell egenskap som speci-
ficerar likheten i struktur mellan grupperna. Egenskapen &r att for alla a och b € G,
S8

¢(ab) = ¢(a)p(b).

Kommentar A.1.31. Intuituvt kan vi tdnka pa en homomorfi som att produkten av
tva element i G kommer att bevaras av homomorfin, och avbildas pa produkten av

motsvarande element i K. Om vi later ab = c € G och ¢(a)p(b) =C € K, sa c e}

Homomorfiegenskapen for med sig en hel del andra, icke-uppenbara egenskaper som géller
for alla homomorfier. De egenskaper som vi tar upp och bevisar hér dr sadana som &r
grundlaggande inom gruppteorin eller som kommer att anvéndas senare i rapporten, nar

vi beskriver symmetrier.

Sats A.1.32. Lat I och Ik vara identitetselement i grupperna G respektive K sd gdller
foljande:

1. ¢(Ig) = Ik, dvs. ¢ avbildar alltid I pd L.

2. p(a™) = (¢(a)) ™, Ya € G, dvs. inverser i G bevaras av ¢ och avbildas pi motsva-

rande invers 1 K.

Bevis. Vi borjar med att visa 1. Forst infor vi en beteckning, som forenklar lasbarheten
i foljande berikningar, ndmligen (¢(a))™' = ¢(a)~!. Eftersom Ig 4r identitetselemen-
tet géller att ¢(Ig) = ¢(Iglg). Homomorfiegenskapen for ¢ gor att vi har ¢(Iglg) =
#(Ig)p(Ig) och dirmed ¢(Ig) = ¢(Ig)d(Ig). Genom att multiplicera med ¢(Ig)~t fran
vinster erhaller vi ¢(Ig) 'é(Ig) = ¢(Ig) *o(Ig)o(Ig) och dirmed Ix = ¢(Ig). Egen-
skap 1. géller foljaktligen.
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Nu visar vi 2. Lat a € G. Vi kan da konstatera att i enlighet med 1. s& ar Ix = ¢(Ig) =
dlaa™t) = ¢(a)p(a™), dvs. Ix = ¢(a)¢(a™t). Genom multiplikation fran vinster med
d(a)~! far vi ¢(a) g = ¢(a) to(a)d(a"t) som forenklas till ¢p(a)~! = ¢p(a™!). Siledes
géller ocksé egenskap 2. O

En sammanfattning av homomorfiegenskaperna som namnts ovan presenteras har. Lat
G och K vara grupper, ¢ en homomorfi ¢ : G — K och a,b € G samt ¢(a) = A,
¢(b) = B € K. For ¢ giller da

ab AB, IgS Ik och a 'S AL

Exempel A.1.33. Vi kan askadliggora vad en homomorfi dr genom att diskutera ett
exempel. Lat G4 = {A, B,C, D}, dar indexet 4 ar valt efter O(G), vara gruppen som

definieras genom multiplikationstabellen

x | A B C D
Al A B C D
Gy : B | B A D C
c|C D A B
D | D C B A

vilken visar att G4 &r en grupp. Identitetselementet i G4 &r A och ordningen f6r varje
element ar 2. Multiplikationstabellen visar ocksé att G4 ar Abelsk. P4 liknande sétt later

vi gruppen Go = {1, —1}, vilken har multiplikationstabellen

Aven denna grupp #r Abelsk eftersom den utgérs av vanlig multiplikation av 1 och —1.
Det visar sig att det dr mdjligt att bilda en homomorfi ¢ : G4 — G2. Homomorfin kan

askadliggoras genom tabellen

G¢+|A B C D

¢: 11 1 1
Go|[1 1 -1 -1
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Vi kan verifiera att ¢ verkligen dr en homomorfi, dvs. att ¢(P x Q) = ¢(P)¢(Q) ar sant
for alla P, € Gy4. Vi genomfor inte hela verfikationen hér, utan exemplifierar istéllet
genom att se pA BxC = C'x B = D och notera att fér ¢(B)¢p(C) = 1-(—1) = —1 = ¢(D),

sa atminstone dr homomorfiegenskapen uppfylld fér B och C.

Héarnést beskriver vi vad en isomorfi &r. Men innan dess maste tre andra begrepp defi-

nieras:

Definition A.1.34. Injektiv. En funktion ¢ : G — K ar injektiv om ¢(g) = ¢(h) innebéar
att g = h, for alla g, h € G.

Intuitivt kan vi tdnka pa en injektion som en 1-1-avbildning; ett element i K &r bild till

precis 0 eller 1 element i G.

Definition A.1.35. Surjektiv. En funktion ¢ : G — K ar surjektiv om det for varje
k € K finns minst ett g € G s.a. k = ¢(g).

Intuitivt kan vi tdnka pa det som att alla k € K &r bild till minst ett element i G.

Definition A.1.36. Bijektiv. En funktion ¢ : G — K &r bijektiv om den &r injektiv och

surjektiv.

En isomorfi mellan tva grupper innebér att det finns en starkare strukturlikhet mellan
grupperna én om det bara existerar en homomorfi. Alla isomorfier & homomorfier, men

alla homomorfier ar inte isomorfier.

Definition A.1.37. Lat G, K vara tva grupper med samma ordning. Lat ¢ : G — K
vara en homomorfi. Om ¢ &r bijektiv kallas den f6r en isomorfi. En isomorfi dr saledes

en bijektiv homomorfi.

Kommentar A.1.38. Det innebér att varje element i K svarar mot precis ett element
i G. Det innebér att tva grupper som &r isomorfa egentligen &r samma grupp ur ett
abstrakt gruppteoretiskt perspektiv. Om vi stéller upp grupptabellerna for tva andli-
ga och isomorfa grupper sé skiljer tabellerna sig endast at i aspekterna ordningen pa

uppstallningen av elementen och hur vi véljer att beteckna elementen.

I exemplet av en homomorfi i avsnittet ovan kan vi titta pa tabellen som visar hur
¢ avbildar elementen i G4 pa elementen i Ga, och konstatera att homomorfin inte ar
injektiv. Fler &n ett element i G4 avbildas pa ett element i Go! I sjdlva verket ar ¢ en
"2-1"-homomorfi; A, B avbildas pa 1 och C, D avbildas pa —1. Det &r saledes klart att ¢
inte dr en isomorfi, eftersom den misslyckas med att vara injektiv och dérmed inte kan
vara bijektiv. Daremot ar ¢ surjektiv. Det kan vi se genom att 1 och —1 &r bilden till

minst ett element i Gy.
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A.2 Om representationer av grupper

A.2.1 Representationsteorins grundtanke

Malet med representationsteorin ér att fa okad forstaelse om abstrakta grupper och dess
element. Man ténker ungefar att abstrakta grupper ar svarforstaeliga om man endast
utgar fran grupptabeller och uttryck for generatorer. Om man istéllet later gruppens
element representeras av objekt fran den linjdra algebran, s har vi Gverfort det svar-
forstaeliga till ett matematiskt omrade som ar vélkdnt. Man valde att lata gruppens
element representeras av matriser som &r linjara transformationer av vektorrum pa sig
sjalva, och ddrmed kvadratiska matriser. Gruppoperationen utgors av multiplikation av
dessa matriser. Mangden av dessa matriser tillsammans med multiplikationen kommer

da ocksé att utgdra en grupp som kan ségas representera G.

Vi kommer i denna rapport att begransa diskussionen om representationer till att handla
om &andliga grupper. Det kommer visa sig vara nédvindigt, bl.a. eftersom en allmén
diskussion skulle véixa sig storre &n vad som &r onskvart i en rapport som denna, men

ocksa eftersom det inte skulle géra nagon egentlig nytta for de senare avsnitten.

A.2.2 Representationer av dndliga grupper

Nar vi hittar matrisrepresentationer av elementen i en grupp vill vi att gruppelementen
och matriserna ska uppvisa samma inbordes férhallanden under gruppoperatorns inver-
kan. Med andra ord, om G &r en grupp, a,b € G och A respektive B representerar a
respektive b sd kommer AB att representera produkten ab. En representation dr helt
enkelt en homomorfi

D: G — GL(n,C)

dar C far beteckna méngden av de komplexa talen. Da dr GL(n, C) gruppen av inverterba-
ra n X n-matriser med komplexa element. Det kan vara vért att stanna upp och diskutera
detta pastdende. Det har ndmnts tidigare att elementen i G representeras av kvadratiska
matriser. Vi har egentligen inte nagot annat val &n att begriansa homomorfin till gruppen
av inverterbara matriser av nagon storlek n € N eftersom homomorfiegenskapen kréver
att inverser i definitionsméngden avbildas pé motsvarande inverser i virdeméngden. Ma-
triserna maéaste saledes vara inverterbara. Dessutom kommer identitetselementet i G att

avbildas pa I, identitetsmatrisen av storlek n.

En representation behover inte vara en injektiv avbildning. Det betyder att vi kan lata

en och samma matris representera flera gruppelement s& ldnge homomorfiegenskapen
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D(ab) = D(a)D(b), for alla a,b € G géller. En representation som &r injektiv, dvs. dér

varje g € (G representeras av precis en matris, kallas med en passande term trogen.

Nér en representation D : G — GL(n,R), dvs. nér elementen i G representeras med

reella matriser, kallas D en reell representation.

A.2.3 Linjara representationer - en generalisering

I avsnittet ovan talar vi om representationer i termer av matriser. Det adr sant att man
gérna betraktar representationer som matriser som definierar linjara avbildningar fran
ett vektorrum till sig sjalvt, men i sjalva verket ar det en konkretisering av ett mer ge-
nerellt sdtt att se pa representationer. Att konkretisera har givetvis sina fordelar, men
ocksa sina nackdelar. Matriskonkretitionen &r bra att anvdnda nédr man tillimpar re-
presentationsteori pa problem inom fysiken och kemin, men fungerar inte lika bra som
ett mer generellt synsidtt ndr man bevisar satser. Vi ger nu en mer generell definition
av linjara representationer. Den fortsatta texten kraver lite grundlaggande kunskaper i

linjar algebra, t.ex. kinnedom om vektorrum.

Vi definierar V' att vara ett vektorrum 6ver C. Vi later sedan GL(V') beteckna gruppen
av automorfier pa V' (en automorfi dr en isomorfi fran en méangd till sig sjalv). Det kan
fortydligas genom att sidga att a € GL(V') ar en linjar avbildning a : V' — V med en

invers a1

Det finns ett samband mellan GL(V'), som diskuteras hér, och GL(n,C) som vi tréffat
pa tidigare. Lat V ha en bas med n element (e1,es,...,e,). Varje linjar avbildning
a € GL(V) kommer da att associeras med en n X n-matris som ar definierad av basen
och a och vars element ar komplexa tal. Dessa matriser kommer att vara element i den
vilkdnda gruppen GL(n,C). Givet ett a € GL(V') kan vi erhalla matrisen for a, R ség,
genom faktumet att a &r linjér. Det gar nu att fastsla att varje a € GL(V) har en unik

matrisdual R € GL(n,C), givet en bas.

Vi definierar nu vad en representation ar i mer generella ordalag. En linjér representation
av en dndlig grupp G ar en homomorfi p : G — GL(V) dar V ar ett dndligtdimensionellt
vektorrum. Man séger att V i detta fall &r ett representationsrum till G. Eftersom p ar

en homomorfi har den egenskaperna

p(gh) = p(g)p(h), p(lg) =1y och p(g~")=p(g)~"

for g, h € G, I identitetselement i G och Iy, identitetselement i GL(V). I fortsattningen

kommer vi att lata p(g) = py med avsikt att gora texten mer lattlast. Eftersom p, sjalv
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ar en funktion kan den ta argument och vi skulle exempelvis med den gamla notatio-
nen skrivit p(g)(z) istéllet for det mer lattlasta pg(x), nér vi later p, avbilda z € V.

Hédanefter kommer dessutom matrisdualen till p, att betecknas R,

Om vi later G vara en dndlig grupp, V' vara av dimension n och later p vara en represen-
tation G — GL(V') séger vi att p dr en representation av grad n. Later vi (e1, ea, ..., ep,)
vara en bas for V' sa kan vi definiera en matrisdual R, till p; med avseende pa basen, for
g € G. For matrisdualerna R, och Ry, dar g, h € G kommer da att gilla

Rg_1 existerar, dvs. det Ry #0 samt Ry, = RyRy,.

Lat V och V' vara tva vektorrum med tillhorande representationer p och p’ som bada
representerar en grupp G. Om det existerar en linjar isomorfi 7 : V' — V' saddan att for

alla g e G
Top(g) =p'(g)oT

s& kallas representationerna likartade. Nar ett sddant samband géller kommer p och p

vara av samma grad. For representationernas matrisdualer kan sambandet skrivas
TRy =R,T eller ckvivalent R, =TR,T"",

dar T ar en inverterbar transformationsmatris som motsvarar 7.

A.2.4 Delrepresentationer

Detta avsnitt foljer Serres “Linear Representations of Finite Groups™. Lat W vara ett
delrum till vektorrummet V' och lat p : G — GL(V') vara en linjér representation. Antag
att W ér invariant i G, vilket betyder att om z € W sa pgx € W for alla g € G. Det
existerar da ng : G — GL(W) som ocksa ar en representation av G, men i W istéllet

for hela V. Man séger att W ar en delrepresentation av V.

Vi gar nu igenom vad en direkt summa ar. Lat V vara ett vektorrum med delrummen W
och W’. Man séger att V ar en direkt summa av W och W’ om varje € V kan skrivas
unikt pa formen z = w + w’, dir w € W och w’ € W’. Det skrivs V.= W @ W’. Fran
definitionen av direkt summa foljer att W ar komplementet till W’ och att WNW’ = {0}.
Dessutom ar dim V = dim W + dim W',

Héarnést gar vi igenom vad en projektion dr. Vi ateranvinder beteckningarna fran forega-

ende stycke. En projektion p ar en avbildning som skickar varje x € V pa sin komponent

! Jean-Pierre Serre: Linear Representations of Finite Groups, New York 1977.
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w € W. Man séger att p ar projektionen av V' pa W som associeras med uppdelningen

V =W @ W’. Vi har att pw = w for alla w € W samt pw’ = 0 for alla w’ € W’.

Sats A.2.1. Lat p : G — GL(V) vara en linjar representation av G i V', och lat W vara
ett delrum i V' som dr invariant under G. D existerar ett komplement WO till W som

ocksd dr invariant under G.

Innan vi bevisar satsen behover vi definiera vad det innebér att summera funktioner.

Definition A.2.2. Lat X vara en méangd och lat V vara ett vektorrum. Om f: X — V

och g : X — V, dr summan av f och g funktionen

(f+9)(x)=f(x)+g(x), allaze X.

Vidare kan vi lata (rf)(z) = rf(x) dar r dr en skaldr fran den kropp som V &r ett

vektorrum over.

Bewis. Vi bevisar nu sats A.2.1. Lat W vara ett godtyckligt komplement till delrummet
W iV, och 1at p vara projektionen av V pa W relativt W¢. Vi bildar medelvirdet p°

genom konjugaten av p med elementen i representation p:

1
P’ = 00 Z pgpp;I (dar O(G) som vanligt betecknar G.s ordning).
cG

Det ar klart att p° : V' — W. Eftersom pg bevarar W har vi att om w € W sa p;lw eWw
och p,w € W. Eftersom p ar en projektion pa W giller att pr € W for alla x € V. Sa
pp;lac € W och darmed pgppglac e W, varfor p* : V. — W.

. . g . | o . o -1, _
Projektionsegenskapen ger ocksa att pp, “w = p, w frén vilket man erhéller pgpp, " w =
w och dérmed p’w = w enligt definitionen av p° ovan. Dirmed #r p° en projektion av V

pa W, som hor till nagot komplement WO relativt W.

Eftersom p® ér en projektion giller att pYw® = 0, for alla w® € WP°. Dessutom giller
Pt = = > pupgpry oyt = L > prgppyy =p°  och diirmed
h O(G) 9FFg Fh O(G) 9 Fhg

geG geq

o’ = p°pn  for alla h € G.

Tag nu z € WY och g € G. Da har vi ju att p’2 = 0. Dessutom har vi resultatet ovan,
vilket ger oss popga; = pgpox = 0, vilket innebér att pyz € WO och diarmed att WO &r

invariant i G. Beviset ar klart. O

Kommentar A.2.3. Vi behaller pastaenden och beteckningar fran satsen ovan. Lat « €

V och lat w och w® vara dess projektioner sa att vi har = w +w°. Eftersom p &r linjar
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far vi pgr = pgw + pgwo dar pyw € W och pgwo € WO eftersom delrummen &r invarianta
i G. Det betyder att pjw och pgwo ar projektioner av p,x. Det kan ocksa uttryckas som
att W0 = ker p®, fran vilket foljer att V = W @ W°. Dirmed kan vi dra slutsatsen att
representationsrummen W och W0 bestdmmer p. Nir det #r sa identifierar en vektor
i V med ett par av vektorer (w,w’) diir w € W och w® € WY. Nir representationen
p i W respektive W0 &r givna i matrisformerna R, och RS skriver vi matrisen for p i
V=W oW som

R, 0

0 Rg

En andlig direkt summa av fler representationer dn tva definieras pa samma vis.

A.2.5 Irreducibla representationer

Definition A.2.4. Lat V vara ett representationsrum for en éndlig grupp G och lat
p: G — GL(V) vara en linjar representation till G. Man séger att representationen och
dess representationsrum &r irreducibel om V # 0 och det inte existerar nagot delrum i

V som &r invariant i G, forutom 0 och V sjélvt som alltid uppfyller det.

Kommentar A.2.5. Vi behaller pastaenden och beteckningar fran definitionen ovan.
Man bor notera att det sista pastaendet i definitionen ar ekvivalent med att V inte ar
den direkta summan av tva representationsrum, forutom den triviala sammansattningen

V=0aV.

En representation av grad 1 dr av naturliga skl irreducibel.

Sats A.2.6. Varje representationsrum V # 0 dr en direkt summa av irreducibla repre-

sentationer.

Bevis. Vi visar denna sats med hjilp av sats A.2.1 ovan. Lat G vara en grupp med
ett representationsrum V. Vi genomfor sedan beviset med induktion &ver dim V. Lat
dimV > 1. Om V &r irreducibel ar vi klara. Om V' inte &r irreducibel kan den enligt
satsen ovan skrivas som summan V = V'@ V" diar dim V' < dim V’ och dim V" < dim V.
Induktionshypotesen ger att V' och V" ar direkta summor av irreducibla representations-

rum, liksom V' ocksa. Satsen dr ddrmed bevisad. O

A.2.6 Karaktarer

Detta avsnitt foljer Serres “Linear Representations of Finite Groups™. Vi kommer vi att

introducera samt studera karaktérer och dess egenskaper. Till varje representation av en

%Serre: Linear Representations of Finite Groups (se not 1, s. 58).
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grupp, med en andlig bas av vektorer, kan man definiera karaktarsfunktionen x som har

till uppgift att karakterisera elementen i en representation av en grupp.

Definition A.2.7. Lat V vara ett vektorrum med en éndlig bas e; = (ej, ea, ..., e,) och
lat a vara en linjéar avbildning a : V' — V. Eftersom det finns en dndlig bas som spanner

upp V finns det en matrisdual (a;;) till a. Sparet av a &r

Tra = Z(au)

i

En intressant egenskap som sparet Tr besitter &r att Tra = ), A;, dvs. att sparet &r
summan av a:s egenvirden med inrdknad algebraisk multiplicitet. Denna egenskap ar
invariant under basbyte, s Tr beror ej av valet av bas. Darmed &r Tr L véaldefinierat for

linjar avbildning L.

Definition A.2.8. Lat G vara en dndlig grupp och V ett vektorrum 6ver de komplexa
talen med en tillhorande &ndlig bas. Lat ocksa p : G — GL(V) vara en representation

av G. Karaktéren av p ges nu av

Xp(g) =Trp, dir g € G.

Man bor notera att x, : G — C, vilket &r en 6ljd av att matrisdualerna R, till p, har

komplexa tal till element.

Sats A.2.9. Lat x vara karaktiren av en representation p av grad n. For x gdller fol-

jande:

1. x(I) =n om I dr identitetselementet i G,

2. x(g71) =x(g) forg € G,

3. x(hgh™Y) = x(g) for alla g,h € G.

Bewis. Viborjar med att visa (1). Eftersom p &r en homomorfi har vi att p(Ig) = Igrv),
vilken har som matrisdual enhentsmatrisen av storlek n. Den har som bekant sparet n,

vilket visar (1).

For att bevisa (2) behover vi forst dra oss till minnes ett faktum fran den linjéra algebran.
Eftersom G éar andlig &r p, av andlig ordning. Det innebdr att pg' = Iy for négot
m € Z. Lat A; vara ett egenvérde till pg. Da ar A" ett egenvérde till pg" med samma
multiplicitet som A;. Eftersom pg* = Iy har vi att \j" = 1 vilket séger att egenvardet

ligger pa enhetscirkeln i det komplexa talplanet och darmed géller |A| = 1. Kvadrerar vi
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det uttrycket far vi |A;|> = \;\; = 1 och dérigenom \; = )\i_l. Om vi nu undersoker y

far vi:

=
)
~—
I
=
3
Q
I

S Ni=Y A =Trp = Trp = x(g7).

7 3

vilket visar (2).

Vi kan visa (3) genom att dra nytta av en kind formel,
Trab = Tr ba,

som géaller for tva linjara avbildningsmatriser a och b som avbildar vektorrummet pa sig
sjdlvt. Lat t.ex. * = pppg = prg och y = pp-1. Eftersom z och y avbildar det givna

vektorrummet pa sig sjélvt kan vi gora foljande:

x(hgh™!) = Tr ppgpp—1 = Tray = Tryz = x(h'hg) = x(9).

Detta visar 3. O

Sats A.2.10. Lit G vara en dndlig grupp och lat Vi och Vi vara vektorrum. Lat p' : G —
GL (V1) respektive p? : G — GL(Va) vara linjira representationer till G med karaktirerna
x1 respektive xo. Dd har vi att karaktiren x till den direkta summan Vi3 ® Vo dr x =

X1+ Xe-

Bevis. Vi later p' och p? vara givna av matrisdualerna R; och R?] for alla g € G.
Vi vet sedan tidigare att vi dd kan skriva matrisdualerna till representationen av G i

representationsrummet V; @ Vo som

R 0
Ry=|"*
0 RZ
Fran ovanstaende &r det klart att x(g) = Tr Ry = Tr Rj + Tr RZ = x1(g) + x2(g). Detta

visar pastaendet. O

Sats A.2.11. (Schurs lemma). Lat Vi och Vo vara vektorrum samt lat p' : G — GL(1})
och p? : G — GL(V3) vara irreducibla linjira representationer till en dndlig grupp G. Om

[ dr en lingdr avbildning Vi, — Vs, sdadan att pg of=fo p; for alla g € G, har vi att

1. Om p' och p? ej dr isomorfa, dr f = 0.

2. Om Vi = Vy och p' = p?, ges f av en skaldrmatris.

Det kan behova tillaggas att f = 0 betyder f(z) = 0 for alla x € V4, dvs. att ker f = V7.
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Innan vi nu bevisar satsen behéver det forst klargoras vad bilden och kdrnan till en

avbildning mellan vektorrum &r.

Definition A.2.12. Lat X och Y vara vektorrum och lat f : X — Y vara en linjar
avbildning.

1. Bilden till f & méngdenIm f = {y € Y : y = fz, {6r ndgot = € X}, dvs. méngden

av de element 1 Y som ar bilden till elementen i X.

2. Kérnan till f &r méngden ker f = {z € X : fx = 0}, dér 0 betecknar "nollvektorn”

i Y. Kéarnan &r alltsa de x € X som avbildas pa "nollvektorn” i Y.

Kommentar A.2.13. Det finns ett knep for att testa om en funktion f : X — Y &r
en isomorfi, X och Y &r vektorrum. Har vi att ker f = {0} och Im f = Y s& dr f en

isomorfi. En verifikation av detta lamnas som 6vning.

Bewvis. Vi bevisar nu Schurs lemma. Det triviala fallet f = 0 &r redan klart. Vi angriper
de icke-triviala fallen genom att anta f # 0, 1ata Wy = ker f och ta z € Wi. Vi har da att
fpély:v = pg fxr = 0 vilket ger att pslyx € Wi. Darmed &r Wy invariant under G. Eftersom
V1 ér irreducibel har vi att Wi = {0} eller W; = V;. Vi kan exkludera fallet V; = W;
eftersom det leder till f = 0. Alltsa &r W7 = {0}. Vi fortsétter genom att lata Wy = Im f
och ta z € Vj. D4 existerar y € Wa s.a. fx = y. Vi har ju att fp;:): = pgfx = pgy och
dessutom ar det uppenbart att f p;a: € Was. Dérmed géller pgy € Ws. Eftersom Vs ar
irreducibel s& ar Wy = {0} eller Wy = V5. Men om Wy = {0} ar f = 0, s& vi far Wy = V5.

Detta sammantaget med W7 = {0} ger att f &r en isomorfi. Ddrmed &r 1. klar.

For att visa 2. antar vi att V3 = V5 samt p; = pg. Eftersom Vi och V4 &r vektorrum
over C kommer f alltid att ha minst ett egenvirde. Lat A vara ett egenvirde till f och
satt f/ = f — A dar I ar identitetsavbildningen pa Vi — V5. Det star klart att f’ har
en nollskild kdrna. Dessutom géller att pg off =fo pé. Vi tilldimpar samma argument
som nar vi visade 1. Man kan se att ker f’ dr invariant och dirmed har vi som ovan att

ker f/ = V4. Detta innebar att f’ = 0 vilket medfor f = A\I, vilket bevisar 2. O

Kommentar A.2.14. Schurs lemma &r en viktig grundliggande sats inom representa-
tionsteorin. Den slar fast att det inte finns nagot linjart samband mellan tva irreducibla
icke-isomorfa representationer (av samma grupp) med olika representationsrum forutom
det triviala. Vidare sdger det ocksa att om pastaendet pg of = fo p}] dr sant och

Vi = Vo, p! = p? sa dr f dr en skaldrmatris, dvs.

=M=\ = , A€ Cochn=dmV.
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Schurs lemma ger upphov till en méngd anvidndbara foljdsatser. Har presenteras ett antal

av dessa.

Korollarium A.2.15. Lat h vara en linjar avbildning Vi — Va och sdtt

1
0 _ § 2\—1 1
geG

1. Om p* och p? inte dr isomorfa, dr h° = 0.

2. Om Vi = V5 och pl = p2, ar h0 en skaldrmatris \,, ddr A = %Trh ochn =dimVj.

Bewvis. Vi undersoker om h° #r en linjir avbildning dér p2h0 = hYp! , galler. Det &r
ekvivalent med h" = (p2)~1h%pl. Vi testar:

1 1

1;0 1 E : 2\—1/ 2 \—1 1 1 E : 2 \—1 1 0

(pg) h pg O(G) (pg) (pg/) hpg’pg - O(G) (pgg’) hpgg’ =h".
g'eG qg'eG

Eftersom h° visat sig vara en linjar avbildning som uppfyller pgho = A0 p}] kan vi tillampa
Schurs lemma: vi ser genom fall 1. i lemmat direkt att h® = 0, vilket ger oss 1. ovan. Fall

2. i lemmat ger oss h® = AI,,. Vi underscker vad sparet av h? &r pa tva vis:

1
Trn® = ( ZTr pg 1h,og ZTr pg pg h) = WO(G) Trh = Trh.
9geG geqG
Dessutom &r Trh? = Tr(AL,) = nA, vilket ger A = A= he %h O

Korollarium A.2.16. Denna filjdsats bygger pd att vi ser p' och p* som matriser:
Py = (171 (9)), ,03 = (Tinj»(9)). P liknande sitt definierar vi h = (4,:,) och h® = (29, ).

Om 1. gdller har vi
1

w Z Tizja (g_l)rj1i1 (9)=0

geG

for godtyckliga i1, j1, i2, jo-

0

Bevis. Genom att dverfora definitionen av h° till matrisformen (75,5, ) erhaller vi

0 -1
(i) = Z Tinga (97 )T jaji Tjrir (9)-
J1.J2,9€G
Man ser att hogerledet ovan dr en linjar form. Eftersom dessa antingen ar surjektiva 6ver
den aktuella talkroppen eller triviala (avbildar alla z € V; pa 0), har vi fran 1. ovan
att denna form forsvinner for alla system av virden pa x;,;, . Vi landar i denna foljdsats

pastaende. O
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Korollarium A.2.17. Med samma beteckningar som ovan ger 2. att

1 _ 1
@ Z Ting2 (9 1)Tj1i1(g) = E5i2i15j2j1
geG

dar Omn ar "Kroneckers delta” som dr 1 dd m = n och 0 annars.

Bewvis. 1 fall 2. har vi att h® = \I,, och séledes #r (w%il) pa formen x?méml Dessutom

ar \ = % Trh = % > jrja 0jaji Tjojr - V1 har nu tva uttryck for (x vilka ger likheten

T3i,)
1 1
E Tigga (g )ijjlrjl’il (g) = ﬁ E :5j2j16i2i1$]'2j1'
J1,52,9€G Jij2

Vi kan forkorta med x,;, i bada summauttrycken och hogerledet &r nollskilt endast for
den term dér jo = j1. Vi erhéller 1/O(G) >_ ¢ Tiajo (9771 (9) = (1/1)640i, 65,5, vilket

ar pastaendet i denna foljdsats. O

A.2.7 Karaktirer och ortogonalitetsrelationer

Héarnést utforskar vi en del av representationsteorin som &r av stor vikt for sékandet och
finnandet av representationer samt tillampandet av dessa. Vi borjar med en anmérkning

om det senaste styckena.

Definition A.2.18. Vi borjar med att definiera en operation som kommer att vara till

hjalp lite senare. Lat ¢ och 1 vara funktioner fran G — C. Definiera (¢, 1) genom formeln

(9, Z¢ ) Z¢

QEG geG

Man ser att da géller (¢,v) = (¥, ¢). Eftersom (¢,1) dessutom &r linjar i ¢ och ¢
har vi definierat en skaldrprodukt. Med matrisnotation kan vi nu skriva de tva senaste

korollarierna som

1. <Ti1j1ari2j2> =0 for fall 1.

2. <Ti1j1ari2j2> = %51’1@'25]'1]'2 for fall 2.

Efter definitionen undertill slar vi fast var forsta ortogonalitetsrelation.

Definition A.2.19. Lat ¢ och ¢ vara funktioner frain G — C. Vi definierar en skalar-

(6] 9) = Z¢

produkt genom
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Att detta verkligen ar en skaldrprodukt ser man genom att den &r linjér i ¢ och semilinjar
i samt att (¢ | ¢) > 0 om ¢(g) # 0 for alla g € G. Linjériteten och semilinjériteten kan
testas genom definitionen. Att (¢ | ¢) > 0 har vi genom att produkten av ett komplext
tal a + bi och dess konjugat a — bi #r (a + bi)(a — bi) = a® + b> > 0.

Lat ¢ vara funktionen som ges av @(g) =(g~1)*. Vi har da att (g)* = 1/;(9_1). Detta
ger oss ett samband mellan (¢ | 1) och (¢, ¢):

(6] ) = 0(16,) gezeqb(g)w(g)* - 0(16,) S 6(0)ileY) = (D).

Konstruktionerna (¢ | 1) och (¢,1) har en anvindbar egenskap. Om vi later ¢ vara en
karaktirsfunktion till G' vet vi ju att ¢(g~') = (g)*, vilket medfor ¢ (g—')* = (g) =

¥ (g). Denna egenskap medfor i sin tur att om ¢ &ar en karaktérsfunktion till G har vi

(@) = (¢, 9).

Kommentar A.2.20. Vi later matriserna (r;;(t)) vara unitéra sa att r;;(¢t71) = rj;(¢)*,
vilket vi alltid kan gora enligt vad som sagts tidigare. Nu &ar korollariena ovan en orto-

gonalitetsrelation for skaldrprodukten (¢ | ).

Sats A.2.21. De irreducibla karaktdrersfunktionerna utgdor ett ortonormerat system dvs.

1. Lat x vara en karaktdrsfunktion som hor till en irreducibel representation. Da dr

(x | x) = 1. Vi sdger att karaktirsfunktionerna dr "normerade”.

2. Lat x1 och xa wvara karaktirsfunktioner som hér till varsin av tva icke-isomorfa
irreducibla representationer av samma grupp. Da dr (x1 | x2) = 0 wvilket innebar

att de dr ortogonala.

Bewvis. Vi borjar med att visa 1. Lat y; respektive yo hora till representationerna p
respektive ¢ och lat representationernas matrisdualer vara (r;;(g)) respektive (p;;(g)).

Eftersom x1(g) = >, 1ii(g) har vi

(x1 [ x1) = (s xa) = Z(Tn',rjj>~
2%
Vi tillimpar matrisomskrivningen av fall 2. i korrolarium A.2.17 ovan. Eftersom vi hér
har att ¢ = iy = ji och j = iy = jo erhalles: (ry,7j;) = d;5/n, dar n &r graden av p.

Detta ger oss

(Zi,j 51-,-) n
alx)=-—-+=~
n n
vilket &ar sjalvklart eftersom ¢ = j vid n tillfillen (i, j antar vardera n véarden). Man kan

se 2. direkt genom att tillimpa matrisomskrivningen av fall 1. i korrolariet ovan. O
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Sats A.2.22. Lat V wara en linjir representation av G med karaktirsfunktionen .
Lat ocksd utgoras av den direkta summan av irreducibla representationer genom V =
EB?ZI W;. Lat varje W; inneha en karaktdrsfunktion x;. Om W ocksda dr en irreducibel
representation till G, med karaktdrsfunktionen x, har vi att antalet W; som dr isomorfa

med W ges av resultatet av skaldrprodukten (¢ | x).

Bewvis. Man ser detta genom att tillampa en tidigare sats som séger oss att en reducibel
karaktéar &r summan av irreducibla karaktérer. Denna ger att ¢ = Zle X vilket medfor
att (¢ | x) = Z§:1(Xi | x). Eftersom termerna i summan &r 1 om representationerna ar

isomorfa och 0 annars, har vi pastaendet i satsen klart. O

Korollarium A.2.23. Antalet ganger som W férekommer i V, upp till isomorfi, dr

oberoende av var framstdllning av V som en direkt summa.

Bevis. Man ser detta eftersom (¢ | x) = Zle(xi | xX) &r oberoende av vér framstallning
av V. Nar vi itererar 6ver summan kommer givetvis inte ordningen i vilken de irreducibla

representationerna dyker upp att spela nagon roll. O

Nésta foljdsats ar ett mycket viktigt resultat:

Korollarium A.2.24. Twva representationer har samma karaktdr om och endast om de

ar isomorfa.

Beuvis. Korollariet ovan indikerar att vi i mangt och mycket kan studera representatio-
ner endast genom att betrakta deras karaktérer. Vi kan nu anvinda karaktérer for att
identifiera isomorfa representationer och for att kunna avgora nar vi funnit en distinkt

representation. O
Sats A.2.25. Lat x vara karaktdren till en representation i ett representationsrum V. Da

ar (x | x) ett positivt heltal. Dessutom dr (x | x) =1 om och endast om V' dr irreducibel.

Bevis. Lat x1,...,xnr vara samtliga karaktdrer som hor till irreducibla ickeisomorfa re-
presentationer av G, vilka i sin tur hor till representationsrummen Wy, ..., Wj. Da ar V

isomorf med den direkta summan
_ ~h
V =®;,_1 mW;

déar m; &ar heltal som anger hur manga ganger W; forekommer i V. Om nagon av vara

W; inte forkommer i V' ar motsvarande m; = 0. Om vi later W; ha karaktdren y; for
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i=1,...,h har vi att x = Z?:l m;xi. Det innebar att (x | x;) = m; (se kommentar

nedan). Detta ger tillsammans med ortogonalitetsrelationerna for vara y; att

h

(x [x)=>Y_mi.

i=1

Vi har att (x | x) = 1 om och endast om m; = 1 {or precis ett ¢ och m; = 0 for resterande
viarden pa i. D& ar V isomorf med endast en av alla h irreducibla representationer och

ar darmed sjalv irreducibel. Detta visar satsen. O

Kommentar A.2.26. Ett viktigt resultat framkom i beviset av satsen ovan. Om V =

EB,L}-”:l m;W; ar en representation av G sa ar

1 .
me — N — ; ’
=) = 5 > x(9)xil9)
geG
Denna formel dr mycket anvindbar nar man vill reducera en funnen representation till
en direkt summa av irreducibla representationer. Formeln kallas foljaktligen reduktions-

formeln.

Vi kan se att det stdmmer pa foljande sétt: Eftersom y = 2?21 m;x; innebar det att
(x| xi) = (mixi+...+mixi+...+mpxn | xq)- Skalarproduktens linjaritet ger att det
ar lika med (mix1 | xi)+- ..+ (maixi | xi)+- ..+ (mpxn | xi). Ortogonalitetsrelationerna
ger att detta kan berdknas till 0 + ... +m; -1 4+ ... + 0. Sammantaget har vi nu att
m;i = (x | xa)-

A.2.8 Att finna antalet irreducibla representationer

Det hér &r det sista avsnittet som behandlar karaktarer. Vi kommer att bérja med en

del definitioner som behovs till bevisen for kommande satser.

Definition A.2.27. Lat G vara en grupp. Tva element g,h € G tillhor samma kon-
jugatklass om g = khk~' for nagot k € G. En konjugatklass till G dr en mingd
{g€G:g=Fkhk ' k€ G} for varje h € G.

Sats A.2.28. 1. relationen mellan tva element g,h © samma ekvivalensklass dr en

ekvivalensrelation, som vi skriver g ~ h,
2. identitetselementet dr alltid ensamt i en egen konjugatklass,
3. i en Abelsk grupp bestdr varje konjugatklass av ett enda element.

Bevis. Vi kan se 1. genom att undersoka de tre kriterierna som skall vara uppfyllda for

en ekvivalensrelation. Relationen ér symmetrisk ty g ~ h innebir g = khk~! vilket ger
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h =k~ 'gk for k € G. Men k~! &r ju bara nagot m € G, sa vi har h = mgm ™!, vilket
innebéar att h ~ g ar konjugerat med k. Relationen &r reflexiv ty for alla ¢ € G sa ar
g ~ g, vilket kan visas genom att vi ser att ¢ = Ig/~'. Relationen &r dven transitiv ty

om g ~ h och h ~ k sa ér g ~ k. Det kan visas genom att g = aha™! och h = bkb™! om
1

de tva forsta forutsittningarna i forra meningen antages. Men da dr g = abkb™la™

(ab)k(ab)™t = ckc™! for ¢ € G och vi ser att g ~ k.

For att se 2. undersoker vi vilka element som ligger i samma konjugatklass som /. Vi har
I = khk™! fran vilket vi erhaller h = k~'Tk = I. Saledes ar I endast konjugerat med sig

sjalvt.

Vi visar 3. genom att undersoka g = khk ™!, vilket for en Abelsk grupp ger g = hkk™! =

h. Om tva element i en Abelsk grupp &r konjugerade &r de samma element. O

Definition A.2.29. Lat G vara en grupp och 1at f vara en funktion G — C. Om
f(khk=Y) = f(h) for alla h, k € G kallas f for en klassfunktion 6ver G.

Sats A.2.30. Lit p: G — GL(V) vara en linjar representation av G och lat f vara en

Klassfunktion over G. Lat py : V — V wara den linjira avbildningen

pr=Y_ fg)pg-

geG

Om V' dr av grad n och irreducibel samt om representationen har karaktdrsfunktionen x

sd ges py av en skalarmultipel av identitetsavbildningen A1 ddr

0(G)

n

A= 3 flaxo)

geG

(f 1x7)-

Beuvis. Vi ser alltsa att det gar att relatera A till var skaldrprodukt som vi definierat
tidigare. For att visa satsen ovan vill vi visa att py kommuterar med p, for alla g € G.

Da kan vi tillampa Schurs lemma. Vi undersoker saledes pgl PfPg:

Py prpg =Y F(W)py pnpg =Y F(h)py-11g

heG heG

Nu kan vi utnyttja att f dr en klassfunktion. Vi sitter k = g~ 'hg och erhaller da fran

uttrycket ovan:

Z F(h)pg-1ng = Z flgkg™Hpr = Z f(k)px = py-

heG keG keG

Slutsatsen ar att p;l prpg = py vilket betyder att p; kommuterar med p, for alla g € G.
Vi tillimpar Schurs lemma och erhéller py = AI. Som bekant dr Tr AI = nA. Vi har ocksa
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att Trpp =3 e f(9) Trpg = 3 e f(9)x(g). Vi minns tillbaka till var skalérprodukt
som var definierad genom (¢ | ¢) = % deg ?(g)(g)* dar ¢, ar funktioner fran G
till C (liksom véra karaktérsfunktioner). Detta ger oss likheten A = 1 3~ gec F(9)x(g) =
%(f | x*) som slutfor beviset. O

Kommentar A.2.31. Infor nésta sats ar det bra att introducera ett speciellt vektorrum.
Detta, som vi kallar H utgdrs av mangden av alla klassfunktioner pa en grupp G. Det
ar enkelt att verifiera att detta verkligen &r ett vektorrum. Karaktarsfunktionerna till de

irreducibla representationerna av G &r element i H.

Sats A.2.32. Ldat karaktirsfunktionerna x1,...,xn hora till de irreducibla representa-
tionerna av en dndlig grupp G. Dad utgor karoktirsfunktionerna en ortonormal bas i det

vektorrum som bestar av alla klassfunktioner dver G. Detta vektorrum kallas H .

Definition A.2.33. Infor beviset av satsen ovan behdver vi veta vad den requljira
representationen av en dndlig grupp G ar. Lat V vara ett vektorrum for vilket dim V' =
O(G). Vi kan da lata en bas i V indexeras av elementen i G; vi skriver da en bas i V

som (eq)gec. For varje g € G existerar en linjér avbildning p, med féljande egenskaper:

pg:V =V

en —rpgen = egn,  for alla h € G.

Detta ar den reguljara representationen. Vi ser att den reguljara representationen per-

muterar basvektorer.

Bevis. Nu kan vi bevisa sats A.2.32 ovan. Vi har dock redan tillriackligt pa fotterna for
att veta att vara y; utgdr ett ortonormerat system, genom en sats ovan. Men for att
de ska utgora en bas i H ar det nodvéandigt att vi visar att de genererar H. Ett sétt
att visa detta pa &ar att gora klart for oss att for varje f € H som &r ortogonalt mot
alla x¥, dvs. (f,x]) = 0, & f = 0. Det innebér att vi borjar med att ta f € H som
ar ortogonalt mot alla x;. Vi ateranvinder ocksa definitionen av py fran forra satsen
dér p ar en irreducibel representation och x dess karaktdr. Det finns da ett py for varje

irreducibel representation. Satsen ovan siger att

0(G)

pr = Fghpg=—""(F X = AL

geG

Eftersom vi valde f ortogonal mot vara x; ger satsen ovan och Schurs lemma oss att py =
0 sa lange p ar irreducibel. Men varje representation &r en direkt summa av irreducibla

representationer, sa py = 0 dven for reducibla p.
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Vi tillampar nu detta pa den reguljara representationen av GG. En koll av bilden av en

basvektor ey under py visar

prer=Y_fla)pger =" fl9)eg

geG geG

eftersom I dr identitetselement i G. Men vi vet ju ocksd att py = 0, sd dérfor har vi
prer = 0. Enligt formeln ovan kan detta bara intréffa nir f(g) = 0 for alla g € G, ty

basvektorerna {eg}ge ér linjart oberoende. Beviset &r klart. O

Sats A.2.34. Om n dr antalet konjugatklasser i G finns det precis n distinkta (upp till

isomorfi) representationer av G.

Bevis. Detta bevis ger sig nistan av sig sjalvt. Antag att det finns k distinkta konju-
gatklasser i GG, och lat dessa utgoras av méangderna C;. Om f &r en klassfunktion &r
den konstant éver vara C; (minns att konjugerade element har samma bild under f).
Déarmed ar funktionen definierad genom de véarden \; som den antar 6ver vara C;. Det
spelar ingen roll vilka virden vi later f anta 6ver Cj, de kan véljas godtyckligt. Darmed
ar dim H = k. Men enligt var forra sats ar dim H lika med antalet irreducibla represen-
tationer eftersom de irreducibla representationernas karaktéarsfunktioner ar en bas for H.

Hé&armed &r satsen bevisad. O

A.3 Om symmetrier

A.3.1 Inledning

I detta avsnitt kommer symmetrier till slut att diskuteras. Detta avsnitt inleds med
en definition av symmetribegreppet fran ett gruppteoretiskt perspektiv, i vilket man
identifierar symmetriska objekt med en unik symmetrigrupp. Sedan fortsitter vi med att
diskutera en symmetrigrupps bestandsdelar, vilka betraktas som en méangd av symmetri-
operationer. Redan nu bor det ségas att det finns ett antal konventioner kring notationen
av sddana grupper och symmetrioperationer, och att den notation som &r forhérskande
hari ar den som brukas i litteratur som handlar om tillimpningar av symmetrier pa pro-
blem inom kemin och fysiken. Notationen kallas "Schonflies notation”.? Anledningen till
att den brukas hér, ar helt enkelt att tillampningarna som finns senare i rapporten ar av

den karaktéren. Det faller sig saledes naturligt att anvinda passande beteckningar.

3E. A Guggenheim/J. E. Mayer/F. C. Tompkins: The International Encyclopedia of Physical Che-
mistry and Chemical Physics, London 1963, s. 59.



Bilaga A. Matematisk bakgrund 72

A.3.2 Symmetrielement och -operationer

Vi definierar hir vad en symmetri dr. Symmetrielementen och -operationernas definition

f6ljer sedan naturligt.

Definition A.3.1. Lat X C R™. Om X innehar en symmetri menar vi att det existerar
en bijektiv funktion f : X — X som bevarar avstanden mellan alla par av punkter
r € X. Symmetrin f uppfyller ||z — y|| = ||f(z) — f(y)|| for alla z,y € X.* Metriken

||z — y|| &r definierad som vanligt,

|z —yll =

dér x; respektive y; dr den i:te komponenten i x respektive y. Man sdger att f &r en

symmetri pa X.

Kommentar A.3.2. Vi forsoker tolka definitionen ovan nar X C R™ &r begransad till
en dimension n < 3. Det gor det ldttare for oss att ge en geometrisk tolkning: vi kan nu
se X som ett symmetriskt geometriskt objekt i rummet eller planet. En symmetri f pa
vart objekt X blir helt enkelt en operation som avbildar X pa en identisk bild av sig

sjalv.

Exempel A.3.3. Det kan vara lige att exemplifiera det vi fastslagit ovan. Tag X C R?
till att vara en regelbunden triangel i planet. Det gar genom att beakta definitionen av en
symmetri att fastsla faktumet att ett horn i triangeln maste avbildas pa ett annat hérn
i triangeln. Alla symmetrier pa triangeln kommer da att vara givna av permutationer
av dess horn. Vi har tre cykliska permutationer som byter plats pa alla hérn - dessa
kallas for rotationer. Den minsta rotationen ar generator for de évriga. Vi har ocksa tre
symmetrier som byter plats alla horn utom ett vilket lamnas invariant - dessa kallas for
speglingar. Detta ar de tva huvudklasserna av symmetrier. En beréttigad fraga dr om vi
nu har funnit alla symmetrier pa X. Vi kan resonera sahér: eftersom symmetrierna pa X
utgors av permutationerna av dess horn, finns det totalt 3! = 6 kombinationer av hérn.

Vi har funnit 6 symmetrier, och dérmed uttémt alla mojligheter.

Sats A.3.4. Mdingden av alla symmetrier pa X C R"™ tillsammans med operatorn funk-

tionssammansattning, o, utgor en grupp.

Lat F'x vara mangden av alla symmetrier pa X. Vi verifierar forst att operatorn o
verkligen &r en funktion

o: Fx x Fx — Fy,

“William A. Adkins/Steven H. Weintraub: Algebra. An Approach via Module Theory, New York
1993, s. 33.



Bilaga A. Matematisk bakgrund 73

dvs. att sammanséattningen go f, dér f, g € Fx, ocksd adr en symmetri pa X. Det ar klart
att sammanséttningen av funktioner fran X till sig sjalvt &r en ny funktion fran X till
sig sjilvt ; detta har vi genom definitionen av funktionssammansittning. Att samman-
sattningen ar en ny symmetri, diremot, kan vi argumentera for genom ténka oss att vi
utfor en symmetri f pa X. Avstanden bevaras da. Vi utfor sedan en ny symmetri g pa X,
och avstanden bevaras da aterigen ty g ar ju en symmetri. Saledes dr sammansattningen

av symmetrier ocksa en symmetri, och vi kan lata o vara gruppoperator.

Vi verifierar nu att gruppaxiomen haller.

1. Identitet. Identitetsfunktionen Idx pa X uppfyller foldy = Idxof = f for alla
f € Fx. Den ér dessutom en symmetri, eftersom den avbildar varje punkt pa sig

sjalv och darmed bevarar avstanden.

2. Invers. Eftersom symmetrierna pa X &r bijektiva, ar det klart att varje f € Fx
har en invers. Denna invers ar ocksa en symmetri. Inversen till en funktion som
bevarar avstanden i X bevarar ocksa avstanden i X, ty inversen aterfér ju , for

varje x € X, bilden av x under f tillbaka till x, dvs.

Sa for f! géller ocksa att ||z —y|| = ||/~ (z) — f~(y)|| for alla z,y € X. Dérfor
ar dven f~! en symmetri. Det existerar saledes en invers f~! € Fx till f sadan att
foft=Idx och f~'o f =1Idy.

3. Associativitet. Funktionssammanséttning &r alltid associativ.

Séledes ar (F'x,o) en grupp.

Definition A.3.5. Vi kan ge en formell beskrivning av en spegeloperation respektive en
rotation. Lat X C R3 vara vart symmetriska objekt och 1at f vara en symmetri pa X.
Forst definieras spegeloperationen. Om ett plan fixeras punktvis av f sa kallas f for en
spegling. Nu definieras rotationer. Om en axel i X fixeras av f och alla andra punkter
forflyttas pa cirklar som ligger i parallella plan vinkelrdta mot axeln sa kallas f for en

rotation.

Kommentar A.3.6. Har beskrivs hur en spegling respektive en rotation gar till. Vi
borjar med att beskriva en spegling pa X. Lat p € X vara en punkt pa avstandet d
fran spegelplanet S och 1at [ vara den linje som &r vinkelrdt mot S och innehéaller p. Att
spegla X i S ar att gora foljande med alla p € X: Om d = 0 sa ligger p i S och avbildas
pa sig sjilv. Annars avbildas p pa den punkt som ligger pa [ med avstandet 2d fran p

och dr pa andra sidan S.
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Héar beskrivs en rotation pa X. Lat p € X. Lat Z vara den axel som fixeras av f och
lat C vara den cirkel i ett plan vinkelrit mot Z, med centerpunkten p° € Z, vars rand
innehaller p. Att rotera p med 6 = 27 /n kring Z innebér att avbilda p pa punkten
q = (pzpcosb,pysinb, q.), dar py, py, q. &r respektive punkts x-, y- och z-koordinat i ett
koordinatsystem dér p¥ &r origo. Att utféra rotationen pa hela X &r att utfora rotationen

for alla p € X.

Definition A.3.7. Ett symmetrielement &r ett geometriskt objekt, ett plan eller en axel,
kring vilken symmetrioperationerna pa X C R™ n < 3, utfors.> Axlar definierar rotatio-

ner och plan definierar speglingar. Vi kallar dessa rotationsazlar respektive spegelplan.

Triangeln i exemplet ovan har en rotationsaxel. Om vi later triangeln ligga i zy-planet
med mittpunkten centrerad i origo sa utgors rotationsaxeln av z-axeln. Kring axeln kan
vi rotera med vinkeln 27/3, 2-27/3 och 3-27/3 = 27. Detta dr symmetrier pa triangeln
enligt vad som sagts ovan, och alla punkter forflyttas i enlighet med var definition av en
rotation. En rotationsaxel innehaller den punkt som fixeras av rotationen och axeln ar
vinkelrdt mot punkternas cirkuléra rorelser. Triangeln har ocksa tre spegelplan som var
och ett genomkorsar ett av triangelns tre horn och skiar motsatta sidan i tva lika delar

samt innehaller z-axeln. Ett spegelplan ar det plan som fixeras av nagon symmetri.

Definition A.3.8. Ordningen av en dndlig axel &r n om dess minsta rotation kan skrivas

pa formen 27 /n, 0 < n < 0o, dvs. ordningen pa det element som genererar rotationerna.

Vi kan tédnka pa en axels ordning som det minsta antal ganger man maste upprepa den
minsta rotationen for att aterfora X till sin originalkonfiguration. I exemplet med triang-
eln ovan ar rotationsaxeln av ordning 3. Det ar overflodigt att tala om ett spegelplans

ordning, ty varje spegling har ordning 2.
Definition A.3.9. En huvudazel ar en rotationsaxel som har storst ordning.
Det ar behéandigt att kunna tala om en huvudaxel, eftersom manga symmetriska ob-

jekt har symmetrirotationer kring fler &n en axel. Dessutom namnges speglingar efter

huvudaxeln, vilket gas igenom nedan.

Definition A.3.10. Har listas alla klasser av symmetrielement och en namnkonvention

etableras.

®Raman: Group Theory and Its Applications to Chemistry (se not 5, s. 10).
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Symmetrielement Beteckning Forklaring
Egentlig rotationsaxel Chn Rotationer kring axeln av grad 27 /n.
Spegelplan o Reflektioner i planet.
Oegentlig rotationsaxel Sh Oegentliga rotationer med 27 /n.
Center for inversion 1 En punkt kring vilken X inverteras.

Vi etablerar ocksé en konvention for namngivning av symmetrioperationer som beror av

symmetrielementen ovan.

Symmetrielement | Symmetrioperation
k
Cn cy
o Oy, Oh
k
Sh sy
i i

De tva huvudsakliga symmetrioperationerna har redan diskuterats. De hittills okédnda
symmetrioperationerna som listas i tabellen ar egentligen sammanséttningar av rotatio-

ner och speglingar.

Operationen ¢ dr en rotation med vinkeln k - 27” kring axeln C,. En spegling o, innebér
att spegelplanet innehéller huvudaxeln. Speglingen oy, innebér att huvudaxeln ar vinkel-
riit mot spegelplanet. En oegentlig rotation s* kring en axel C,, #r en rotation ¢® kring
den axeln foljt av en spegling oy, i ett plan vinkelrdt mot C,, dvs. den sammansatta ope-
rationen ahcfl. En inversion ¢ innebér att géra sammanséattningen ahc% ty da inverteras
alla punkter kring den punkt som fixeras av rotationen. Att utféra en inversersion kallas

ocksa att spegla i en punkt.

Sats A.3.11. Mdngden av alla rotationer pa X kring samma azel utgor en delgrupp
Cx C Fx.

Det &r tillriickligt att visa ab™! € Cx for alla a,b € Cx. Det dr klart att inversen b~!
till en rotation b med 6 = k - 27w /n, k € Z, pa en axel av ordning n &r rotationen med
vinkeln 27 — . Dessutom ar det klart att sammanséttningen av tva rotationer, ab™! sig,

kring samma axel &r en ny rotation kring samma axel. Dirmed har vi att ab~! € Cx.

A.4 Vibrationer i en molekyl

Vi kommer hér att tillampa de kunskaper och resultat som tidigare har beskrivits i rap-

porten. Det finns méanga tillimpningar av molekyldr symmetri inom kemin och fysiken;
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principen om symmetri anvinds exempelvis inom spektroskopi och reaktionsteknik. Jag
har valt att demonstrera hur berdkningarna som krévs for att ta fram vibrationsfrekven-
ser i en molekyl avsevért kan férenklas genom att anvinda dess symmetriegenskaper. Vi
kommer till viss del folja de foreldsningar som holls av Olle Stormark under HT 2008 i

kursen SF2718 "Matematik for kemister” pa KTH.

A.4.1 Definitioner

Vi kommer att utféra exemplet p& vibrationerna mellan atomerna i en molekyl som &ar
D3-symmetrisk. Symmetrigruppen D3 &r den liksidiga triangelns symmetrigrupp. Mo-
lekylen kommer att askadliggéras genom tre atomer som &r utplacerade i en liksidig
triangel. En schematisk bild av var trianguldra molekyl kan askadas i figur A.1. Genom
mittpunkten av triangeln och vinkelrdtt mot triangelns plan gar en Cs-axel. Vinkelrétt

mot mittpunkten i varje sida gar en Cy-axel. Vi later hérnen av triangeln utgoéras av

y1

FiGur A.1: En schematisk bild av den Ds-symmetriska molekylen.

atomernas jamviktsldgen. Vi antar vidare att fjiderkonstanten k for vibrationerna mel-
lan atomerna &r konstant och samma for alla tre viteatomerna. For att forenkla for
oss véljer vi en limplig lingdenhet, dér sidorna pa triangeln &r 2v/3. Om D;; ar av-
standet mellan atomerna i och j s& kan vi beskriva avstandet mellan dem med formeln

Dij = 2\/§ + ADU
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Varje fri molekyl har 3n frihetsgrader, dar n &r antalet atomer i molekylen. Det innebéar
att varje atom i en molekyl maste tilldelas tre tal, x;, y; och z;, dir ¢ &r atomens index,
for att vi ska kunna beskriva dess rorelser i R®. Om vi anviinder Hookes lag och Newtons

kraftlag,

F = —kx (Hookes lag),
d*z

F = Mmoo (Newtons kraftlag),

ar det mojligt att visa foljande uttryck for den potentiella energin V' och rorelseenergin

T i en molekyl som bestéar av n atomer:

d ao | N ([
xI1 Zn
2T = (=, ..., —
Cat o ar)

0 mM3n ddLZl

r1

2V => kijAD}; = (21,...,2) K
i?j
Zn

Vi kallar mass-matrisen for M och fjaderkonstantmatrisen for K. De &r av storlek 3n x3n.
I M hor de tre forsta massorna till forsta atomen och ar darmed lika, de tre kommande
hor till atom tva och &r séledes lika, och sa vidare. I vart exempel &r alla atomer lika
och dédrmed behover vi bara en massa, m. Laget for matrisen A &r nagot annorlunda.
Konstanten k; ; dr fjaderkonstanten som é&r lika mellan de tre atomerna, varfor vi kan

beteckna den k och kan l6sa ut den ur matrisen.

Vi kan fran projektionen approximativt berdkna AD;; genom att utnyttja D;; = 2v/3 +

AD;;. For exempelvis Dia géller:

Dlzz\/(ml+\/§—m2)2+(2+y1+1—y2)2+(22—21)2:

1 V3
= 2\/§+ 5(5131 _372) + 7(3/1 - y2) +h

dér h &r hogre ordningens termer, vilka vi forsummar. Vi identifierar AD1s med %(:cl —
x9) + @(yl — y2). Vi genomfor berdkningarna for Dq3 och Dag och erhéller

1 V3
ADq3 = *5(901 —x3) + 7(y1 —y3) och ADy3 = —(xg — x3).
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Potentialen V kan da skrivas

2V = Z kijAD?; =
1,5

1 V3 1 V3
=F ((2@1 —2) 5 — ) (e — ) + 5 (o~ 9s)” (2 x3>2> =
= (CL’l,l‘Q,I‘g,yl, ERE 23)K(3317x2a T3, Y1y, 23)

med matrisen K given av

2 -1 -1 0 V3 V3 00 0
-1 5 4 -3 V3 0 000
-1 -4 5 V3 0-+v3 0 000
0 V3 V3 6 -3 3000
Kz%—\@\/éo -3 3 0 00 0
V3 0 —V3 -3 0 -9 0 0 0
0 0 0 0 0 0 000
0 0 0 0 0 0 000
0 0 0 0 0 0 000

En sddan matris kan som synes bli mycket stor och komplicerad. Det dr med andra ord
inte s& muntert att vibrationsfrekvenserna fas ut genom rotdragning av 16sningarna till
den karaktiristiska ekvationen det(K — AM) = 0,% eftersom det #r mycket svart att utan
numeriska verktyg l6sa en polynomekvation av sddan hog grad. Det finns déremot en
genvig 6ppen. Med hjilp av den symmetrigrupp som molekylen eventuellt tillhor, kan
K och M faktiskt diagonaliseras, vilket avsevirt forenklar 16sandet av ekvationen. En
diagonalisering kan genomforas genom att byta ut den bas som vektorerna ursprungligen
ar uttryckta i mot en symmetrianpassad normalsvigningsbas. Med andra ord genomfors
basbytet

S1 z1

59 z3

sadant att

BT K B = diagonalmatris
det(BT KB — ABTM B) = det(K — AM).

SWherret: Group theory for atoms, molecules and solids (se not 4, s. 10), s. 71-81.
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Med hjalp av ett sadant byte kan man berikna normalsvigningsfrekvenserna genom att

16sa ekvationen

det(BTKB — ABTMB) = 0.

Det ar betydligt mer beskedligt &n att 16sa det ickediagonaliserade fallet.

A.4.2 Representationer

Vi kommer nu att férsoka finna en representation till molekylen som vi kan anvénda.
Representationen tas fram genom att se verkan som gruppelementen i D3 har pa vara
vektorer. Dock behdver vi inte ta fram alla matrisdualer till representationerna, eftersom
det egentligen &r karaktérerna for gruppelementen vi vill 4t. En konjugatklassuppdelning
av var symmetrigrupp ar Ds = {I, 2c3, 3ca}, vilket innebér att den innehéaller identitets-
elementet, 2 trefaldiga rotationer samt 3 tvafaldiga diton. Vi underséker ett element per
sort, och viljer ¢l som trefaldig rotation och som cy viiljs den rotation som bestims av

rotationsaxeln som innehaller ;.

I
(x1,22,23,Y1,-..,23) = (1,22, 23,91, ..,23)

(1'1, T2,X3,Y1y .- 723) 'g (—1'1, —T3, —T2,Y1,Y3,Y2, —21, —Z3, _22)
(1, 22,3, Y1, - -, 23) ¥ (=1/2@2 + V/3/2y2, —1/223 + V/3/2y3, —1/221 + V3 /24,
—V/3/235 — 1/2y1, — V3/233 — 1/2y3, —V/3/2x1 — 1/2y1, 22, 23, 21)
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Vi later D vara den representation D3 — R%? som beskrevs tidigare. Detta ger oss

elementen i representationen (9 x 9-matriser):

D(I) = Iy, enhetsmatrisen av storlek 9,

-1 0 0
0 0 -1
0 -1 0
1 00
D(c2) = 001 ;
010
-1 0 0
0 0 -1
0 -1 0
0 -1 0 0 V3 0
0 0 -1 0 0 3
-1 0 0 /3 0 0
0 —v/3 0 0 -1 0
D(Cg):% 0 0 —v/3 0 0 -1 ;
-3 0 0 -1 0 0
010
00 1
100

dar de outskrivna elementen ar 0.
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A.4.3 Karaktarer

Vi later x vara var karaktdrsfunktion till representationen D. Karaktirerna for ovansta-
ende blir da:

x(I) =9
x(e2) = —1
x(c3) = 0.

Fran litteraturen kan vi anviinda en karaktérstabell for D3, se t.ex. Wherret”. Vi anvinder
den och lagger till en rad underst med karaktédrerna for var representation. Resultatet
blir foljande:

D3 | I 3co 2c3

A |11 1

Vi kan behova forklara tabellen. Den Oversta raden visar konjugatklasserna i D3, och hur
manga element det &ar i vardera klass. Den forsta kolumnen visar de irreducibla repre-
sentationerna. Vi kan notera att A; ar den triviala representationen. Den har dimension
1ty xa,(I) = 1 och ddrmed avbildas alla element i D3 pa 1. Vidare kan vi notera att

dimensionen av E ar 2, ty xg(I) = 2.

Vi tar nu reda pa hur var representation D ar uppbyggd genom att bryta ned den i en
direkt summa. Vi vet sedan tidigare att varje reducibel representation ar isomorf med

en direkt summa av de irreducibla representationerna. Vi har att
DX=miA & moAs ®mskE.
Fran en tidigare sats vet vi att m;:na ér givna genom "reduktionsformeln”:
mi = (x| xa),

dér y1 = A1, x2 = Ao och x3 = E. I det reella fallet, som hér, blir formeln

1

™= 5 > xilg) - x(9)-

geG

"Wherret: Group theory for atoms, molecules and solids (se not 4, s. 10), s. 304.
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Vi berdknar nu vara m;:n. Det enda vi behover gora ar att stoppa in karaktérerna fran

karaktarstabellen. Vi far:

1
ml:6(1-1-9+3~1-(—1)+2~1-0):1,

m2:é(1.1.9+3.(—1)-(—1)+2-1-0):2,

1
m3:6(1~2-9—|—3-0-(—1)+2-(—1)-0):3.
En nedbrytning av var representation D i en direkt summa é&r saledes
D= A 24, @ 3F.

For att ta reda pa vilken del av representationen som &r translation, rotation respektive
vibration (som vi ar ute efter), s anvénder vi oss av de vektorer som definierar dessa typer
av molekylar rorelse. En beskrivning av T, visas i figur A.2. De andra translationerna

definieras analogt. Vi har i translationsfallet:

FicUr A.2: En grafisk beskrivning av T.

Ty = (w1, 29, 73)7

Ty = (y173/2>y3)T och

T, = (21,22, 23)".
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Vi undersoker vad representationerna och karaktérerna for gruppelementen ar i repre-

Dtrcms

sentationen , som star for translationerna.

1 00

(T, Ty, T.) = (T, Ty, T2) [0 1 0O

0 01

-1 0 0

(T, Ty, 1) = (15, Ty, T:) [ 0 1 0

0 0 -1

X

C3(Tx7Tvaz) = (TmaTyaTz) —@ —% 0
0 0 1

Proceduren kan behova forklaras. Vi gér det genom att diskutera resultatet av co (T3, T}, T%).
Det forsta elementet i matrisen, —1, innebér att co ger upphov till att translationen i
z-led endast byter till motsatt riktning. Det andra elementet, 1, innebéar att translationen
i y-led ar oférdndrad under verkan av co. Det tredje elementet, —1, talar om for oss att
translationen i z-led endast byter till motsatt riktning under co. Berdkningarna ovan ger

oss foljande element i representationen for translationen:

100 1.0 0 -1 Lo
Dtrans<1) — 0101, Dtmms (02) — 0 1 0 ’ Dtroms (03) — 7@ 7% 0

0 01 0 0 -1 0 0 1
Den har karaktiren

XtranS(I) — 3’ Xt'r(ms(c2) — _17 XtranS(Cg) =0.
Vi tillimpar "reduktionsformeln” pa samma vis som ovan. Antagandet &r att D%"s =
miA; @ maAy ® msE. Resultatet d&r D7 >~ Ay @ F.
Nu gor vi samma sak for rotationsvektorerna. Det visar sig att
Xrot(I) — 37 Xrot<62> — _17 Xrot<c3) — O,

vilket dr precis samma direkta summa som for translationen. Vi har saledes att D™ =

A B



Bilaga A. Matematisk bakgrund 84

Eftersom nu D = D% g D" ¢ D" = A ¢ 24, @ 3E sa ir
D" = A, @ E.

Vi far totalt 3 egenvirden som hor till vibrationerna, dar A; bidrar med ett egenvér-
de eftersom den &r 1-dimensionell och E bidrar med 2 egenvirden eftersom den ar 2-

dimensionell.

A.4.4 Basbyte till symmetrianpassad normalsvingningsbas

Vi vill finna en matris B som diagonaliserar K. Vi kan gora detta genom att ta fram en

symmetrianpassad normalsvingningsbas for var molekyl. Vi genomfér da basbytet

S1 z1

59 <3

For en detaljerad beskrivning av hur de nya vektorerna i den symmetrianpassade nor-
malsvingningsbasen tas fram hénvisas lisaren till Wherret®. Det #r inte helt trivialt och
proceduren later sig inte forklaras inom ramen for denna uppsats. Nar dessa ar framtagna
kan vi tolka dem; de kommer att utgora rotationer, vibrationer eller translationer. Har

presenteras de nya baserna:

o= )+ (=L~ Ly (L L)

2 2 2 2
1 V3 1 V3
s9 = (w1) + (—5562 + 7?42) + (_5333 - 793)

83 = 21 + 29+ 23
S4 =1+ X2+ T3
S5 =Y1+ Y2t Ys3
s6 = (221) + (—22) + (—23)

s7=(—22) + 23

s = () + (s = L)+ (- 20y~ Ly
1 V3 1 V3

sg = (z1) + (—5902 - 7?/2) + (—5373 + 71/3)

8Wherret: Group theory for atoms, molecules and solids (se not 4, s. 10), s. 53-63.
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Nedan presenteras en tolkning av de nya s;-vektorerna under motsvarande §;. Tolkningen
av en s;-vektor gar till s& att i en figur av molekylen placeras bidraget fran atom 1 i atom
1, bidraget fran atom 2 placeras i atom 2 osv, som i figur A.3. Den resulterande figuren
$; beskriver en molekylar rorelse. Vi later t betyda translation, r betyda rotation och v
betyda vibration. Parantesen anger vilken led translationen dger rum i eller vilken axel
rotationen sker kring.

51 82 53 54 S5 56 S7 88 89

Vektor

Typ ‘V r(z) t(z) t(x) tly) r(x) r(y) v v

Fiaur A.3: En grafisk beskrivning av vibrationen §;.

En viktig iaktagelse ér att vi kan verifiera det som pastatts tidigare: molekylen kommer

att ha tre vibrationer. Vektorerna sq, sg och sg ar dessa vibrationer.
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A.4.5 Berakning av vibrationsfrekvenserna

Genom s;-vektorernas identitet ovan har vi dntligen funnit matrisen B som diagonalise-

rear K. Den finner vi genom

S1 X1
=BT
S9 23
dar
0 —vV/3 V3 2 -1 -1 0 0 0
2 -1 -1 0 V3 —/3 0 0 0
0 0 0 0 0 0 2 2 2
2 2 2 0 0 0 0 0 0
BT:% o 0 0 2 2 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 4 —2 -2
0 0 0 0 0 0 0 —2 2
0 V3 —v3 2 -1 -1 0 0 0
2 -1 -1 0 —/3 V3 0 0 0

Denna matris diagonaliserar K och M sa att vi kan fa ut egenvérdena. Vi berdknar de

nya diagonaliserade matriserna BT KB och BT M B:

18

k
BTKB = 3 0 och
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BTMB=m 3

Liksom vi papekat tidigare fas frekvenserna for normalvibrationerna ut som roten ur

l6sningarna till den karakteristiska ekvationen det(BT KB — ABT M B) = 0. Rétterna ir

3k
A1 = —, multiplicitet 1,
m

3k
Ao3 = —, multiplicitet 2,
' 2m

M56,789 =0, multiplicitet 6.

Déarmed har vi funnit vibrationsfrekvenserna

\/% och Uﬁ.
m 2m



VETENSKAPENS HUS

Rotationssymmetrier

Uppgift 1.
Valj en av dessa molekyler:
- Ammoniak
- Kloroform
- Difluorodiazine
Konstruera och granska er molekyl. Hittar ni nagra rotationssymmetrier i er molekyl?

Riv inte molekylen!



VETENSKAPENS HUS

Rotationssymmetrier

Uppgift 2.
Unders6k bada dessa tva molekyler
- cis-1,2-dichloroeten
- trans-1,2-dichloroeten
Hur skiljer sig dessa tva molekyler fran varandra?

Kan ni urskilja nagra rotationssymmetrier, och i sa fall vilka? Rita en figur av molekylen och
beddm var rotationsaxeln ar belagen i figuren.

Riv inte molekylerna!



VETENSKAPENS HUS

Rotationssymmetrier

Uppgift 3.

Se tillbaka pa molekylerna fran féregaende uppgifter. Hur manga ganger kan vi upprepa
rotationen innan vi kommer tillbaka till startlaget?

Kan ni upptacka nagot samband mellan minsta rotationsvinkeln och antalet rotationer pa
axeln? Skriv garna en formel som beskriver sambandet.



VETENSKAPENS HUS

Rotationssymmetrier

Uppgift 4.
a) Det finns en molekyl som liknar de bada molekylerna som ni traffade pa i uppgift 2:
- 1,3-dichloroallene.

Jamfér denna molekyls struktur med de tva forra. Vad upptacker ni for skillnader och
likheter?

Kan ni upptacka nagon rotationssymmetri hos den? Redogor i sa fall fér dessa pa samma
satt som ni gjort i tidigare uppagifter.

b) Ar det nagon skillnad i symmetrier mellan denna molekyl och den narbesléktade
- 1,1-dichloroallene?

Redogdr foér era upptéckter!



VETENSKAPENS HUS

Rotationssymmetrier

Uppgift 5.
Undersok en av féljande molekyler:

- allene

- biphenyl med vinkeln 90° mellan kolringarna (en i papperets plan och en vinkelratt
mot det)

- 1,3,5-trichlorobensen

Hur manga rotationsaxlar har dessa molekyler? Vilken ar huvudaxel, och hur manga
rotationer har den?



VETENSKAPENS HUS

Speglingsuppgifter

Uppgift 1.

Undersdk de molekyler som ni har konstruerat i fOrsta uppgiften.

Finner ni nagra spegelplan i dessa molekyler? Vélj en och skissa upp den tillsammans
med sina spegelplan.

Anvand gérna speglarna for att hitta spegelplan!



Speglingsuppgifter

Uppgift 2.

Enkelbindningar mellan molekyler kan rotera relativt fritt, s lange vissa lagen inte hindras
genom att delar i molekylerna “kolliderar” och stéter bort varandra.

Undersdk molekylen
- vateperoxid

Kan du upptacka hur vinkeln mellan OH-grupperna paverkar hur spegelplanen &r beléagna,
och antalet spegelplan?



Speglings- och rotationsuppgifter

Uppgift 3.

Duktiga kemister kan substituera (dvs. byta ut) vateatomerna som &r bundna till
kolatomerna mot andra molekylkomponenter (s.k. substituenter).

Undersok hur man kan férstéra rotations- och spegelsymmetrierna i molekylen
- 1,3,5-trichlorobenzene
genom att substituera vateatomerna.

Forsok att substituera sa fa vateatomer som mgjligt!



Speglings- och rotationsuppgifter

Uppgift 4.
Man kan jamféra molekyler och avgdéra vilken som ar mest symmetrisk.
a) Vilken av foljande molekyler ar mest symmetrisk?

- Vattenmolekylen

- Ammoniak

- Allene

b) Hur manga symmetrier har molekylen

- klorgas?



VETENSKAPENS HUS

Fortsatta undersoka symmetrier

Uppgift 1.

Som ni har sett kan man satta samman symmetrier. Gor en "multiplikationstabell” éver
symmetrierna i ammoniakmolekylen.

Undersék multiplikationstabellen efter mdnster, t.ex.

- vad blir sammansattningen av tva speglingar? Av tva rotationer? Av en spegling och en
rotation?

- spelar det nagon roll i vilken ordning man goér symmetrierna?



Laborationshandledning

Symmetrier och symmetriska molekyler.

Bakgrund
Inledning

Symmetrier finns 6verallt omkring oss, enligt vissa. Andra menar att symmetri dr en matematisk
konstruktion, tillimpbar endast pd ideala objekt. Det 4r med andra ord mdjligt att se symmetrier i
molekyler, eftersom var beskrivning av dessa sker i termer av matematik. Fria och atomer och
molekyler av samma slag betraktas som identiska - de har alla exakt samma egenskaper utom vissa
fysikaliskt métbara storheter som hastighet och lage.

Vad ér da en molekyl? Jo, i1 detta fall ricker det med att vi tinker pd dem som en samling av atomer,
minst tva, som hélls samman av kemiska bindningar. Dessa bindningar verkar parvis mellan atomer,
likt en stel pinne mellan tva kulor. Bindningen bestar av valenselektroner (dvs. de elektroner som
finns 1 atomernas “yttersta” skal) som tva atomer “delar”. I laborationen kommer ni att stota pa
enkel- och dubbelbindningar. Om bindningarna dr enkla eller dubbla bestims av atomernas
elektronkonfiguration. Varken assistent eller elever behdver sjdlva komma underfund med vilka
bindningar som skall anvéndas nir ni bygger en molekyl - de dr pa forhand givna i figurerna i
molekylbiblioteket. Bindningarna skiljer sig at i flera avseenden men bara ett dr viktigt hér: en
enkelbindning tillater rotation kring bindningen (testa med modellen!) medan en dubbelbindning ar
stel. I en molekyl med aromatiska kolringar (ddr varannan bindning mellan kolatomerna &r dubbel
och den andra enkel, se t.ex. biphenyl och 1,3,5-trichlorobenzene) alternerar dubbel- och
enkelbindingarna mellan kolatomerna sa att man inte behdver ta hinsyn till att det &r skillnad
mellan bindningarna.

Symmetrier och symmetriska molekyler

Det finns huvudsakligen tva sorters symmetrier: rotations-
och spegelsymmetri. Dessa for det symmetriska objektet till
en position som &r oskiljbar fran originalpositionen. Lat vart
symmetriska objekt exemplifieras av ammoniakmolekylen
(se figur t.h). Den bestar av en kvidveatom (bld), och tre
véteatomer (vit) som &r bundna till kvdveatomen med
enkelbindningar. De tre viteatomerna spanner upp en liksidig triangel och hela molekylen har
geometrin av en trianguldr pyramid.

Genom mittpunkten av N-atomen och vinkelrdt mot triangelns plan gér en rotationsaxel.

. . . . . 2r .
Rotationsaxlar definierar rotationsoperationer. En rotation med 3 rad =120° kring denna axel

avbildar ammoniakmolekylen i en position som &r oskiljbar fran originalpositionen och ar séledes

. : : 4 2 2 2 2m 2
en symmetrioperation. Det dr ocksé en rotation med ?ﬂ = ?ﬂ + ?n och 2 = ?ﬂ- + ?TC + ?n' . En



o

. ) 27
axel med en minsta rotation med — rad =
n

kan upprepas n ganger innan molekylen ar

tillbaka i originalpositionen. En rotationsaxel definierar en rotation vars rorelse dr vinkelrdt mot
axeln. Axelns ordning betecknar antalet ganger man kan utfora den minsta rotationen for att rotera
objektet 360°. Om ett objekt har flera rotationsaxlar kallas den av hogst ordning for huvudaxel.

Vinkelrit genom véteatomernas plan och tvdrs igenom varje viteatom (och kvdveatomen) gér
spegelplan. Ett sddant definierar en speglingsoperation. Dessa ska ocksé avbilda vart symmetriska
objekt i en position som &r oskiljbar fran den ursprungliga. Att utfora en spegling i ett spegelplan ér
att flytta varje punkt pd ena sidan planet till sin spegelbild pa andra sidan planet. Formellt: 14t p vara
en punkt pa avstandet d fran spegelplanet S och 1at / vara den linje som dr vinkelrdt mot S och som
skir genom p. Om d = 0 ligger p 1 S och avbildas pa sig sjdlv. Annars avbildas p pa den punkt som
ligger pd / med avstandet 2d fran p och dr pd andra sidan S.

Punktgrupper och namngivning av dessa

De symmetrioperationer som gér att utfora pa ett geometriskt objekt utgor elementen i en grupp, en
av alla mojliga s.k. symmetrigrupper. Gruppen innehaller alltsa operationerna som utfors kring axlar
eller 1 spegelplan pd det symmetriska objektet.

Gruppoperatorn dr sammansittning av dessa symmetrioperationer, dvs. att man forst utfor ena
symmetrin pa objektet, foljt av den andra, och eventuellt sedan en tredje osv. Rotationer namnges

. . . . 2r
efter axelns minsta rotation, eftersom den genererar de andra rotationerna. En rotation med —
n

betecknas ¢, och en sammanséttning av m sadana betecknas med ¢!" . En spegling i ett plan
betecknas ¢, om planet innehdller huvudrotationsaxeln, och om spegelplanet &r vinkelrdt mot

huvudaxeln betecknas det o, . Hér star v {or vertikalt och £ for horisontellt. Ordningen pé enc, -
rotation dr n men ordningen pa en ¢, -rotation dr beroende av badde n och m. Vi kan finna ordningen

x for en ¢ -rotation genom att 16sa ekvationen xm =0 mod(n) . For en spegling ar ordningen alltid

2.

De andra tva andra typerna av symmetrioperation ar inversion och oegentlig rotation. En
inversion, betecknad i, dr operationen (x, y,z)g(-x,- v,-z) . En oegentlig rotation &r en

vanlig ¢, -rotation foljt av en horisontell spegling, o, . Dessa oegentliga rotationer betecknas S . Vi
har alltsd att " = 0, e ¢, . Eftersom en o, -spegling och en ¢, -rotation kommuterar spelar det inte

nagon roll i vilken ordning de tva operationerna utfors. Man kan se en oegentlig rotation som en
rotation av objektets spegelbild. Oegentliga rotationer dyker inte upp 1 laborationsuppgifterna.

Grupperna som bestar av dessa element kallas for punktgrupper. De finns i1 ett antal varianter. De
som forekommer i labben listas hér. En grupps ordning dr antalet element i gruppen. Ett elements
ordning dr minsta antalet gdnger man behdver multiplicera elementet med sig sjédlvt for att fa
identitetselementet.



Cn | Enrotationsaxel av ordning n. Gruppens ordning ir siledes .

Cuv | En rotationsaxel av ordning n samt n vertikala spegelplan. Gruppens ordning ar 2n.

Cun | En rotationsaxel av ordning » samt 1 horisontellt spegelplan vilket ger n oegentliga
rotationer. Gruppens ordning &r 2n.

Cno | Odndligt manga rotationsaxlar av ordning n, en axel av oidndlig ordning samt
odndligt manga spegelplan.

Dn | En rotationsaxel av ordning n samt » axlar vinkelrdta mot huvudaxeln av ordning 2.
Gruppens ordning &r 2n.

Dnv | En rotationsaxel av ordning n, n axlar av ordning 2 samt n vertikala spegelplan.
Gruppens ordning &r 4n.

Dnn | En rotationsaxel av ordning n, n axlar av ordning 2, 1 horisontellt spegelplan samt n
vertikala spegelplan. Gruppens ordning ar 4n.

Gruppteori

Naér vi beskriver symmetrier i geometriska objekt i det tredimensionella rummet anvinds
gruppteori. Darfor ges hér en kort repetition av detta. En grupp dr en mingd G, @ndlig eller odndlig,
och en binér operator

. GXG—-G

(g,h)l—) geh ghegG.

For att denna konstruktion ska vara en grupp ska den ocksa uppfylla tre axiom.
1. Det finns ett identitetselement 11 G sddant att ae [ =Tea=a, a,l€G.

Man kan tdnka pé identitetselementet som det element som “inte gér nat”, som exempelvis 0 vid

addition av tal, eller 1 vid multiplikation.

1

2. Varje element @ i G har en invers ¢/ sidan att aea™' =a ' ea=1.

Man kan ténka pa a-/ som det element som gor a ogjort. Exempelvis &r -3 inversen till 3 under
addition eftersom deras summa &r 0, och 1/5 dr inversen till 5 under multiplikation.

3. Operatorn ska vara associativ med vilket betyder att for alla a, b, c 1 G sa géller
ae(bec)=(aeb)ec.

Man kan ténka pa associativitet som att det inte ska spela ndgon roll i vilken ordning vi evaluerar en
massa sammansatta element.

Sammansittningen av element i G behover inte vara kommutativ. Om den dr det sa géller for alla
gruppelement a, b i gruppen att ae b = b e a . D4 kallas gruppen Abelsk.

Labbupplagg
Introduktion

Hér kan man hora sig for vad elevgruppen anser om symmetrier. Man kan t.ex. be dem peka ut
symmetriska objekt i rummet och sedan be dem forklara varfor objektet i fraga dr symmetriskt. Man

3



kan sedan tala om att det finns en matematisk definition och att vi kommer att labba med tva
symmetrier idag. Har kan Power Point-presentationen av labben anvéndas! Titta igenom den. Den
visar en kul grej, vilket dr att de flesta ménniskor tror att de 4r symmetriska, men i sjdlva verket ser
annorlunda ut om ansiktshalvorna byter plats (visa bilderna i presentationen). Aven molekylers
spegelbilder kan vara annorlunda fran den molekyl man speglat. Exempel pa det &r carvone- och
limonene-molekylen. Den ena spegelbilden av carvone doftar kummin och den andra gronmynta.
Limonene-molekylens olika varianter doftar skarp citrusdoft respektive rund citrusdoft (som apelsin
och citron). Det kan vara effektfullt att skicka runt kummin och gronmynta respektive apelsin och
citron, och lata gruppen dofta pa det. Man kan faktiskt kdnna likheter &ven mellan kummin- och
myntadoften.

Om gruppen ar osédker pa vad en molekyl dr, kan man ga igenom det med dem.
Rotationssymmetrier

Dela inte ut byggsatserna eller nagot material 4n! Man kan borja med att definiera
rotationssymmetrin och tala om den 1 helklass. Det hér dr en ganska enkel symmetri “att se”. Man
kan exemplifiera med t.ex. vattenmolekylens rotationer, genom att rita molekylen pa tavlan samt
genom att visa upp en modell och anvinda en penna som rotationsaxel. En anvéndbar liknelse ér
sdga att rotationsaxeln dr som ett grillspett som spetsar molekylen. Sedan kan man dela ut uppgift 1,
byggsatser och molekylbibliotek.

Naér gruppen ar klar med uppgift 1 kan man samla ihop gruppen och be dem redogéra for hur det
gétt. Man kan ga igenom en grupps molekyl pa tavlan. Sedan delar man ut uppgift 2. Om négon
grupp blir klar snabbare &n de andra kan man ge dem en annan molekyl frdn molekylbiblioteket att
undersoka.

Nir den dr klar gér man igenom bada molekylerna och later gruppen upptécka och redogédra for
skillnaderna mellan dem. Hér &r podngen att rotationsaxeln byter riktning, medan symmetrigruppen
ar intakt. Sedan uppgift 3, om det finns tid.

I uppgift 3 kan man hjélpa eleverna att finna sambandet genom att definiera de tva okénda, n
respektive m, som beskriver hur stor den minsta rotationen ar respektive antalet rotationer pa axeln.

Naér gruppen ar klara med uppgift 3 kan man gé igenom den med gruppen. Sedan kan man utmana
eleverna och séga att de ska fa prova pé en riktigt svar molekyl som inte alla klarar (sant). Ofta
brukar nagon grupp klara uppgift 4. Den gruppen kan fa visa de andra grupperna hur man ska tdnka.

Infor uppgift 5 diskuterar man att det kan finnas flera rotationsaxlar i samma molekyl. Diskutera
huvudaxel och biaxlar med eleverna och exemplifiera med etenmolekylen. Dela ut uppgift 5. Lat
eleverna fa redogdra for sina resultat ndr du bedomer att de &r klara.

Spegelsymmetrier

Man kan bdrja med att definiera vad en spegelsymmetri dr. Man kan sedan uppmunta eleverna att
anvénda speglar for att verifiera spegelplanen. Man kan visa hur eleverna kan arbeta med speglarna.
Dela ut uppgift 1 och speglar.



Nér uppgift 1 ar klar kan man be eleverna redogora for spegelplanen i sina molekyler.
Difluorodiazine kan vara svar, eftersom spegelplanet ligger i molekylens plan. Eleverna uttrycker
ibland forvaning dver att en rotation kan vara svarskild frén en rotation, t.ex. i vattenmolekylen, nir
en spegling 1 planet som gér mellan véteatomerna ser ut att ge samma resultat som en rotation med
180° kring rotationsaxeln. Man kan demonstrera skillnaden genom att sitta en prick pé sidan av ena
vateatomen pa en modell och sedan genomfora en spegling och sedan en rotation och visa pa
skillnaden i prickens position.

Man kan inleda uppgift 2 med att enkelbindingar kan rotera fritt, och definiera vad vi menar med
bindningsvinkeln & i den molekylen (6 = 0° nir véteatomerna befinner sig 1 linje). Diskutera med
gruppen vilka bindningsintervall som ar aktuella (6 = 0°, § = 180° och 0 < 8 < 180°). Dela ut
uppgift 2.

Nér uppgift 2 ar klar kan man med elevernas hjélp sammanfatta den pa tavlan. Infor uppgift 3 kan
man tala om att duktiga kemister kan byta ut (’substituera” pa kemiska) komponenter som sitter pa
kolringar. Det anvénds bland annat for att skapa och forstéra symmetrier. Hur man kan gora detta
ska eleverna fa undersoka nu. Dela ut uppgift 3.

Nér uppgift 3 dr klar kan man be eleverna redogdr for hur de gjort for att forstdra symmetrierna i
molekylen. De kommer sdkert att tycka att det dr roligt eftersom det finns manga olika fyndiga sétt
att gora det pa.

Infor uppgift 4 kan man tillsammans med eleverna finna ett sétt att kvantifiera symmetrier pa.
Genom att rdkna antalet symmetrioperationer som molekylen har och jdmfora det antalet med andra
molekyler kan man avgora vilken som dr mest symmetrisk. Den med storst antal dr mest
symmetrisk. Dela ut uppgift 4.

Summera de bada begreppen rotation och spegling och sedan kan det vara dags for en rast och en
fika.

Spar 1

Det ér bra att inleda detta spar med ett samtal om modellernas begridnsningar, om hur de aldrig fullt
kan representera var virld. Exempelvis sa vibrerar ju alla atomer i en molekyl med sina
egenfrekvenser. Ammoniakmolekylen har ocksa fuffens for sig; den genomfor kvéveinversion
vilket innebdr att viteatomerna vénds ut och in som pa ett trasigt paraply.

Det &r ocksa intressant att vi i matematiken maste “marka” atomer for att kunna arbeta med
symmetrierna. Kemin kan ju inte ta ndgon sddan hénsyn; en rotation eller spegling som ir en
symmetrioperation avbildar ju molekylen i en exakt identisk konfiguration, och vi har inga medel
for att kunna gora skillnad pa om vi roterat eller reflekterat molekylen. Den ir identisk fore och
efter operationerna!

Ni kan ocksé tala om att modellerna aldrig kan vara symmetriska; det finns alltid sma skavanker
som skiljer plastkulorna frin varandra. De representerar matematiska objekt, men ér det inte sjdlva.

Nir vi talat om detta kan man repetera for eleverna vad en multiplikationstabell dr. Man kan
exemplifiera med tabellen



1 1 | -1
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Det kan vara bittre att anviinda ammoniakmolekylen dn vattenmolekylen for
multiplikationstabellsbygge. P4 den behover man bara mirka véteatomerna 1, 2 och 3 for att se
skillnad mellan resultatet efter en rotation och efter en spegling. Ammoniaks multiplikationstabell
ser ut sdhar:

0'1 0'1 0'2 0'3 E C3 C32
0'2 0'2 0'3 0'1 C32 E C3
0'3 0'3 0'1 0'2 C3 C32 E

Dir E ar identitetselementet (dvs. en rotation med s-360°,s =0, 1, 2, 3...), Cnm ar en rotation kring

rotationsaxeln med m-(360°/n) och 01 ar en spegling genom centralatom och véteatom pa position i.

Sedan kan man sédga att gruppen ska fa labba med ammoniakmolekylens symmetrier och sétta ithop
en multiplikationstabell 6ver dessa. Beroende pa hur du bedomer gruppens fardigheter kan man
begriansa uppgiften till att handla om endast rotationssymmetrierna om man vill.

Borja med att definiera/rita pd tavlan hur alla ldgen ser ut genom att rita hur ammoniakmolekylen
ser ut ndr de olika symmetrierna verkat pa den. Indexera viateatomerna! Man kan sedan exemplifiera
vad en sammansdttning av rotationer dr med hjélp av ammoniakmolekylen. Det racker da med att
man ritar bilder pa fore operationen och sedan efter operationen. Man behdver inte anvinda

avancerade beteckningar, som Cnm, utan det racker med att skriva gradtalet, t.ex.

120° + 360° = 480° = 120° (eftersom en rotation med 480° &r ekvivalent med en rotation pa 120°).
Eller med en spegling, kalla speglingarna si, s2 och s3 sé att t.ex. 240° + s; = s3 eller s1 + s3 = 240°.



Dela ut uppgift 1. Nér uppgift 1 ar klar kan man med gruppens hjélp skriva upp
multiplikationstabellen. Med hjilp av den kan man sedan diskutera identitetselement, inverser,
gruppens ordning, elements ordning och kommutationsbegreppet.

Om eleverna &r snabba och det finns tid 6ver kan grupperna fa bygga en komplex molekyl, gdrna
phenalene. Man kan da diskutera fenomenet att komplexa molekyler ofta har en enkel
symmetrigrupp (ofta den triviala eller som i det hir fallet C3) medan enkla molekyler har komplexa
symmetrigrupper, t.ex. klorgas, vatten och ammoniak.

Labben kan avslutas med en sammanfattning av det dagens labb har bjudit pa.
Tips och erfarenheter fran testklasser

Det ar viktigt att halla ett hogt tempo och uppmérksamma nér eleverna ér klara med uppgifterna. En
klar elevgrupp tenderar att borja bygga fritt med materialet, vilket kan kallas att “lattja”. Om sa sker
med fler elevgrupper 1 rummet, kan du avbryta uppgiften, pakalla uppmérksamhet och gi igenom
elevernas resultat pa tavlan. Om en grupp gor detta, kan du ge dem en extrauppgift som bygger pa
nagon molekyl du gillar frAn molekylbiblioteket. Du kan utmana eleverna att utfora instruktionerna
1 den aktuella uppgiften ocksa pa denna molekyl, for att aktivera eleverna inom dmnets grianser och
for att forhindra “lattjande”.

Nar man gér in pa Spar 1 blev mina elever uppmuntrade och entusiastiska nér de forsttt principen
av sammanséttningar och multiplikationstabeller och jag sa att de bedrivit hogskolematematik.

Beritta alltid om molekylernas egenskaper/anvindningsomraden, som beskrivs i assistentversionen
av molekylbiblioteket! Det bidrar till att ge eleverna ett sammanhang.

Spar 2

Dessvirre befinner sig detta spar vid skrivandet av denna handledning endast i idéstadiet. Det ar
tankt att man hér ska gé at det mer kemiska hallet (i motsats till spér 1), och att man laborerar med
nagra karakteristiska egenskaper bland symmetriska molekyler, tittar pd tillimpningar av
symmetrier i kemin samt att undersoker vilka konsekvenser symmetriska molekyler har i var
vardag. Intresserade far gérna ldsa min rapport som sammanfattar utvecklingen av denna laboration.
Dér star mer om spér 2.

Facit till uppgifter

Ett inledande tips till assistenterna: det blir mycket léttare att forsta svaret pa uppgifterna i facit om
man samtidigt bygger molekylerna, skissar pa papper och jamfor med facit.

Rotationsuppgifter
Rotation 1:

- Ammoniak: Rotationsaxel vinkelrdtt mot viteatomernas plan och genom kviveatomen.
- Kloroform: Rotationsaxel som gér genom véte-kol-bindningen.



- Difluorodiazine: Rotationsaxel som gar vinkelrdtt genom molekylens plan mitt i
dubbelbindningen.

Rotation 2:

- De skiljer sig genom olika konfiguration pé klor- och viteatomerna.

- De har bdda rotationsaxlar med rotationer pa 180°. Rotationsaxlarna &r vinkelrdta mot varandra
om molekylerna jaimfors.

Rotation 3:
- Ammoniak: upprepas 3 génger.
- Kloroform: upprepas 3 génger.
- Difluorodiazine: upprepas 2 ganger.
- cis-1,2-dichloroeten: upprepas 2 ganger.
- trans-1,2-dichloroeten: upprepas 2
génger. Rotationsaxel

60° , a

, dir n 4r minsta a
m

i Samband: n =

rotationen och m &r antalet rotationer pa
axeln.

Rotation 4:

a)

- Skillnader och likheter: tre kolatomer,
sammanldnkade med dubbelbindningar.
Forsta molekylen ni stott pA med atomer
som “sticker ut” i de tre '
rumsdimensionerna samtidigt. H H

- Rotationssymmetri: Svér att uppticka,
men finns dér och 4r en rotationsaxel av
ordning 2. Héll molekylen sa att du tittar
pa den ena yttersta kolatomen sa att resten av molekylen breder ut sig bakom och klor- och
viteatomerna spanner upp ett ritblock. Se figur t.h!

b)
- det dr samma typ av symmetri (axel av ordning tva) men lattare att hitta: rotationsaxeln gar genom
alla tre kolatomerna.

Rotation 5:

- allene: 3 st. rotationsaxlar av ordning 2.

- biphenyl (90°): 3 st. rotationsaxlar av ordning 2. (Hall modellen sé att en av kolringarna ligger
framfor den andra och luta modellen sd att den tecknas som ett X. D4 kan man hitta alla tre
rotationsaxlar av ordning 2)

- 1,3,5-trichlorobenzene: 1 st. axel av ordning 3 (axeln gér vinkelrdtt mot molekylens plan och
genom kolringens centrum), 3 st. axlar av ordning 2 (de gir genom klor/véteatomerna och i
molekylens plan).



Spegling

Spegling 1:

- Ammoniak: Tre spegelplan som gar genom vardera viteatom samt kviveatomen.

- Kloroform: Tre spegelplan som gir genom vardera viteatom samt kol -och kloratomen.

- Difluorodiazine: Ett spegelplan som ligger i molekylens plan och skdr genom varje atom.

Spegling 2:
Vinkel, e Antal spegelplan
6=0° 2
6 = 180° 1
0<e<180° 0

Not: alla konfigurationer ticks in av dessa vinklar/intervall.

Spegling 3:

Till den héar uppgiften finns inte nagot facit, eftersom majligheterna &r sa stora. Tanken &r att man
kan forstora symmetrierna genom att bygga pa stora, bulkiga molekylsegment som inte bara ligger 1
molekylens plan.

Spegling 4:

a)

Under forutséttning att ni kommit verens om att mest symmetrisk ar ekvivalent med flest

symmetrioperationer vinner allene.

- ammoniak har 6 st. symmetrioperationer (3 st. spegelplan och 3 st. rotationer).

- allene har 8 st. symmetrioperationer (2 st. spegelplan och 3 st. rotationsaxlar av ordning 2 vilket
ger totalt 6 rotationer!). Se figur pa niista sida med de tre rotationsaxlarna C; (huvudaxel, de
tva spegelplanen innehéller axeln), C;’(1) och C2’(2).

- vatten har 4 st. symmetrioperationer (2 st. spegelplan och en axel av ordning 2).

C2(1)

b)



Klorgas har odndligt manga symmetrier! Lings bindningen finns oéndligt manga spegelplan och
rotationsaxeln som gar genom bindningen dr av odndlig ordning ty dir dr varje rotation inom
intervallet 0 <0 <2m, 8 € R en symmetrioperation.

Spar 1

Se multiplikationstabellerna pa sida 5. Ammoniaks symmetrigrupp Csv dr en Abelsk grupp -
gruppelementen kommuterar. Den dr darfor snéll att labba med.

- Sammanséttning av tva rotationer = rotation.

- Sammanséttning av tva speglingar = rotation.

- Sammanséttning av rotation och spegling = spegling.
Identitetselementet dr rotation med 0° = 360° = 720° osv.

En spegling ér alltid sin egen invers. De har dérfor alltid ordning 2.

Identitetselementet 0° &r sin egen invers. Den har per definition ordning 0.

Rotationerna 120° och 240° &r varandras inverser.
Eftersom 120° + 120° + 120° = 360° = 0° har rotationen med 120° ordning 3.

Eftersom 240° + 240° + 240° = 720° = 360° + 360° = 0° har rotationen med 120° ordning 3.

Mer om symmetrier

Hir finns ett antal ldnkar for er som vill veta mer om symmetrier, symmetriska molekyler.

http://en.wikipedia.org/wiki/Point_groups_in_three dimensions
Har stdr om de symmetrigrupper som kallas punktgrupper som &r aktuella i labben.

http://en.wikipedia.org/wiki/Molecular symmetry
Hir stér allmidnt om molekyldr symmetri.

http://www.ch.ic.ac.uk/local/symmetry/
Hemsida diar man kan se rotationer interaktivt i en Java-applet.

http://www.queensu.ca/cloe/projects/public/symmetry/index.htm
Diskuterar varfor man studerar symmetrier.
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VETENSKAPENS HUS

Molekylbibliotek och bygghandiedning

Bygghandledning

Atomer:

- kolatom, C = svart

- syreatom, O = réd

- kloratom, Cl = grén

- fluoratom, F = ocksa grén
- kvéave, N = bla

- vateatom, H = vit

Bindningar
- en kort gra = enkelbindning

- tva langa mjuka gra =
dubbelbindning

Molekylbibliotek

Namn / Trivialnamn Formel Struktur
1,1-dichloroallene CsH2Cl2 Cl H
C C C
7 \
Cl H
1,3-dichloroallene C3Cl2H>
Cl Cl
C C C
H H
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Namn / Trivialnamn Formel Struktur
1,3,5-trichlorobenzene CeCl3Hs
ClI
L
H C
b
C C
Cl C'Z Cl
H
allene CsH4 H y
C:C:C/
/ AN
H H
ammoniak NHs
N
o / SH
H
biphenyl Ci2H10 ’
l
H C
H N o
H cf i |c
\T/ \|C/ \?/ Ly
H/C\C/C\H H
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Namn / Trivialnamn Formel Struktur
cis-1,2-dichloroeten C2Cl2H>
Cl Cl
AN /
/
H H
difluorodiazine N2oF2
F
N—
F
eten CoHa H
C
H
formaldehyd CH20
9]
C
H~ H
klorgas Clz Cl—ClI
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Namn / Trivialnamn Formel Struktur
kloroform CHCIs
H
/C
ClI / \CI
Cl
phenalene Ci3H1o
T =
e N
e
C\ C C
L
NS
e \(':/ 4
H
pyridine CsHsN H
H N
C C
~
W (\;/ \,
H
trans-1,2-dichloroeten C2H2Cl2
H\ /CI
C—=C
/
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Namn / Trivialnamn Formel Struktur
vatten H20 O
/"
H H
vateperoxid H20:2
H




Assistentens version

VETENSKAPENS HUS

Assistentens version

Molekylbibliotek och bygghandiedning

Bygghandledning

Atomer:

- kolatom, C = svart

- syreatom, O = réd

- kloratom, Cl = grén

- fluoratom, F = ocksa gron
- kvéave, N = bla

- vateatom, H = vit

Bindningar
- en kort gra = enkelbindning

- tva korta mjuka gra = dubbelbindning

Molekylbibliotek

synteser i organisk kemi.

Namn / Trivialnamn Formel Struktur
81-dichloroal|ene C3H2Clo Cl H
2V \ /

Anvands som reaktant i C C C

synteser i organisk kemi. / \
Cl H

1,3-dichloroallene CsCl2H2

Co Cl Cl

Anvands som reaktant i \ /
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Namn / Trivialnamn Formel Struktur
1,3,5-trichlorobenzene CeCl3Hs
Cav+0on+3C2 Cl
Starkt carcinogen, anvands ’ H
i laboratorium fér att 16sa H C
fullerener (t.ex. Ceo- \C/ \C/
koIboIIar). | ‘ ‘
C C
o \C/ o
H
allene CsHa H
D2v H
Anvéands som komponent i /
svetsgasen MAPP fran C—C=—=C
féretaget Petromont. / \
H H
ammoniak NHs
C3V N
H// SH
Mycket stark och stickande
lukt. Knock-outande boxare H
piggades upp med
ammoniak forr.
biphenyl Ci2H10
D2v T
_ _ . H C H
Forhindrar tillvaxt av mogel H \C/ \C/
och annan svamp, anvands , | |
som konserveringsmedel H c C C
(E230) fér att skydda cF N X Ny
citrusfrukt vid transport. Latt | | \
iftigt for manniskor.
girig H/C\C/C\H H
H
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Namn / Trivialnamn

Formel

Struktur

cis-1,2-dichloroeten
CZV

Anvands i industrin for att
I6sa upp vaxer, fetter och
polymerer (plaster).
Anvandes férr som
bedbdvningsmedel
tillsammans med eter
eftersom den paverkar
centrala nervsystemet.
Orsakar illamaende,
krékningar, skakningar och
yrsel.

C2Cl2H2

difluorodiazine
Con

Anvands for att vulkanisera
(h&rda) fluoroelastomerer
(plaster liknande teflon)

N2oF>

N—

eten
Dan

Manga
anvandningsomraden:
svetsgas, beddvningsmedel
(85% eten/15% syrgas),
paskyndar mognads-
processen hos frukt.

C2oH4

formaldehyd
CZV

Anvands inom medicinen
t.ex. fér att den dédar de
flesta bakterier och
svampar samt deras sporer.
Finns vaccin,
vartbehandlings-medel

CH20

O—0

N
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Namn / Trivialnamn

Formel

Struktur

klorgas
C2oo

Anvands fér att rena vatten
i reningsverk, som
desinfektionsmedel i
konsumentprodukter och
for att bleka t.ex. papper
och textil. Aven i krig som
kemiskt vapen.

Clz

Cl—Cl

kloroform
CSV

Den klassiska vatskan som
halld pa en trasa anvands i
bl.a. Tintin f6r att sbva intet
ont anande offer.

CHCls

phenalene
Cs

En férorening som bildas
vid férbranning av fossila
bréanslen.

CisH1o
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Namn / Trivialnamn Formel Struktur
pyridine CsHsN H
C2V H N

. . C C
Anvands fér att denaturera
kylarvatska och etanol, men ” |
ocksa som hjalpsubstans C C
vid kladfargning. H/ \C% \H

H
trans-1,2-dichloroeten C2H2Cl2
Czh H CI
Se cis-1,2-dichloroeten \C— /
AN
cl H
vatten H20 O
CZV / \
H H
Varldens mest anvanda
kemikalie?
vateperoxid H202
Coy vid 0° bindn.vinkel H
(eclipsed H) H
Co2n vid 180° bindn.vinkel \ /
Czannars
O——0O

Kraftfullt blekmedel. Anvands
ocksa som desinfektions-
medel men aven som
raketbransle.
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Symmetrier och symmetriska
molekyler

>
E

& s,
w
[

QO
%, &
/v’7+5\l\

Stockholms

NERS/
HXOO

universitet

Ar ett ansikte symmetriskt?

Original

9/4/10



Ar ett ansikte symmetriskt?

Kopiera vanster ansiktshalva

Ar ett ansikte symmetriskt?

Vanster ansiktshalva dubblerad
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Ar ett ansikte symmetriskt?

Hoger ansiktshalva dubblerad

Alla tre

Vénster Original Hoger

9/4/10



Carvone
CH, THa
O\ C C o
e XxeH e Ne=
H,C CH, H,C CH,
\c \C/
/ ‘/”//. $
“H S
Hzc%‘ H T\CHz
CH, CHy
Mynta Kummin
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Elevsvar, utvardering av testlaboration 31 maj

Fraga 1: Vad kanner du att du lart dig under laborationen?
Fraga 2: Var det nadgot som kunde varit battre/tydligare?

Grupp 1 (kl. 9-12)

Elev 1

Elev 2

Elev 3

Elev 4

Elev 5

Elev 6

Elev 7

Elev 8

Elev 9

Elev 10

Elev 11

Elev 12

Fraga 1

Fraga 2

Fraga 1

Fraga 2

Fraga 1

Fraga 2

Fraga 1
Fraga 2
Fraga 1
Fraga 2
Fraga 1
Fraga 2
Fraga 1
Fraga 2
Fraga 1
Fraga 2

Fraga 1
Fraga 2

Fraga 1
Fraga 2

Fraga 1
Fraga 2

Fraga 1

Fraga 2

Jag har lart mig mer om vinklar och symmetri samt hur molekyler
seruti3D

Nej, det var tydligt och bra dven om det nog kravs lite mer och repetition
for att verkligen forsta vad vi gjort.

Hur spegel- och rotationssymmetri fungerar. En inblick i hur matte ar
efter gymnasiet. En repetition pa namngivning.

Inte vad jag kommer pa. Det var tydligt och kdndes genomtankt. Lite
kortare tid till att bygga molekylerna skulle kanske goéra att man behdll
fokusen lite battre.

Identitetselementet, rotationsgrejen och spegelgrejen. Alltsa i stort satt
allt som vi har gatt igenom har jag lart mig.

Nej, inte vad jag kan komma p4&, kanske att man kunde klyva dem, att
du skulle ha sagt det innan vi bdrjade.

Jag har lart mig mkt, har fatt lite stérre forstaelse for spegel och rotations
planer.

Mer genomgang i borjan sa att man forstar lite mer vad man

kommer gora och férstar hur och varfor....

Har lart mig om allt du gatt igenom, symmetri, rotations, spegelbild.
Nej det var bra.

Jag har lart mig om hur molekylers symmetri fungerar.
Hmm. Kanske gatt igenom mer i bdrjan sa att man visste mer om vad
man holl pa med.

Allt var nytt, vi har inte gatt igenom symmetri/rotation sa det ar nagot
jag absolut har lart mig.

Kanske att forklara mer specefikt [sic] i borjan vad symmetri ar, vad som
forklarar begreppet osv.

Om symmetrier och hur konstigt det ar.
Lite mer blandade uppagifter.

| stort sett allt om symmetrier.
Lite svarare.

Jag har lart mig mycket om olika sorters symmetrier. Jag visste inte att
det fanns s& manga olika sorter forut.
Inte vad jag kan komma pa. Jag forstod allting som vi gick igenom.

Kunskap om symmetrier och identitetselement, och rotationsférhallanden.
0°=0°#n-1 1)

Nytt satt att tdnka vad galler spegelsymmetri och rotation. Bra kunskaper

for fortsatta studier inom kemi.
Bra lektion!
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Grupp 2 (kI. 13-16)

Elev 13

Elev 14

Elev 15

Elev 16

Elev 17

Elev 18

Elev 19

Elev 20, 21

Elev 22

Elev 23

Fraga 1
Fraga 2
Fraga 1

Fraga 2

Fraga 1

Fraga 2

Fraga 1
Fraga 2
Fraga 1
Fraga 2
Fraga 1
Fraga 2
Fraga 1
Fraga 2
Fraga 1
Fraga 2
Fraga 1
Fraga 2
Fraga 1

Fraga 2

Elevsvar, utvardering av testlaboration 31 maj

Har lart mig mer om hur symmetri faktiskt fungerar, lattare att forsta nu
och hitta olika symmetrier
Kanske kunde halla pa lite langre men generellt sett var det bra.

Har fatt 6kad forstaelse och lart mig rotations- och spegelsymmetri.
Jag har aven introducerats for "satta samman symmetrier”.

Det kunde varit lite langre, tiden gick valdigt fort!

Bra gjort! Det var roligt :D

Da vi delvis gatt igenom detta pa kemin i skolan var det inget som kandes
helt nytt. Dock fick jag 6kad forstaelse for det mesta, framfor allt skillnader
mellan spegelsymmetri & rotationssymmetri.

Tydligheten var det inget fel pa alls. Dock kandes det ibland som att det
gick lite for langsamt (fick for mkt tid till varje uppgift). Folk blev okoncen-
trerade och intresset sjonk.

Skillnaden mellan spegelsymmetri och rotationssymmetri.
Du kunde tagit exemplet med pricken pa en molekyl tidigare infér hela

gruppen.

Jag har lart mig mer om betydelsen i huruvida molekylen ar trans eller
cis m.m. t.ex. nar det galler spegelsymmetri och rotationssymmetri.
Allt var bra och forstaeligt.

Jag har lart mig om symmetrier, spegelsymmetri och att bygga nagra
molekyler och se deras symmetrier.
Allt var bra forklarat.

Jag har lart mig att lite battre satta samman symmetrier typ.

(spegel symmetrier)

Kunde forklarat lite noggrannare pa vissa saker, vissa delar var lite svara
vissa delar for enkelt.

Jag har forstatt hur spegelsymmetri fungerar (vilket jag ej gjorde forut).
Jag tycker att det var tydligt, och om man ej férstod forklarades det, sa
det var inga problem.

Jag har lart mig hur man hittar olika symmetrier da man bygger
molekyler.
Nej, allt var tydligt.

Skillnaden mellan rotationssymmetri och spegelsymmetri...

Storre klarhet kring molekylers struktur.

Molekylbiblioteket kanske skulle ha gatt igenom infor gruppen...
Prick-exemplet var valdigt tydligt, ger battre forstaelse an siffror och
kvadrater
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Text till larare

Laboration: Symmetriska molekyler

Det hér &r en laboration som handlar om symmetrier och de symmetriegenskaper som
molekyler kan ha. Malet med laborationen ar att lata deltagarna resonera kring molekyler
och deras symmetrier. Vi anvander oss av det matematiska - symmetribeskrivningarna -
for att beskriva och tanka kring symmetrier och for att se vilka symmetriegenskaper som
molekyler har.

Deltagarna kommer att anvanda sig av molekylbyggsatser, speglar, papper och penna, fér
att tillsammans I6sa uppgifter och diskutera kring molekyler och symmetrier.

Forkunskaper: Lampar sig for alla gymnasieelever, men passar perfekt for klasser som
laser kemi och matematik pa gymnasiet.
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