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SAMMANFATTNING

Avsikten med studien dr att oka forstaelsen for och kunskapen om hur elever som lédser
matematik A Oversétter uppgifter fran text till algebra. Undersokningen belyser dven vilka
typer av svérigheter elever stoter pa vid dversittningsmomentet. For att uppfylla syftet med
arbetet har en litteraturstudie samt en kvalitativ undersokning genomforts. Drygt 50 elever
som géir forsta aret paA gymnasiet och ldser matematik A, deltog i undersdkningen, dar
eleverna fick dversitta och losa sex uppgifter.

Resultatet av undersokningen visar att elever véljer olika tillvigagangssitt for att oversitta
uppgifter. Variationen beror dels pé elevers uppfattningar av bokstavssymboler, dels pa i
vilken utstrackning de behirskar spraket i uppgifterna. Elever som enligt var tolkning inte
ar tillrackligt bekanta med det matematiska spréket tenderar att dversitta och 10sa uppgifter
med hjélp av tidigare moment i matematiken. Ett exempel ar att elever l1oser algebraiska
uppgifter numeriskt.

Av litteraturstudien och undersokningens resultat framgar att avsaknaden av ett vilut-
vecklat sprak och bristande forstaelse for matematiska begrepp gor att elever kan fa svérig-
heter nir de Gversitter en situation till algebraiskt sprdk. En konsekvens av vér under-
sokning dr att algebraundervisningen inte ska vara en tyst” aktivitet. Det dr istéllet av stor
vikt att elever ges tid till att analysera och diskutera textuppgifters innehall.
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1 INTRODUKTION

Niér vi borjade fundera pa vad vart examensarbete skulle handla om foll det sig naturligt att
fokusera pa nadgot inom matematik. Detta beror pé att vi har l4st 60 p matematik och logiskt
tankande som vér forsta inriktning pé lararutbildning. Genom hela vér utbildning upplevde
vi algebra som den mest roligaste och stimulerande delen inom matematik.

Idén mognade gradvis under vér sista VFU-period dir vi traffade pé elever som borjat ldsa
matematik A. Under tiden som vi arbetade med dem upptickte vi att manga elever hade
svarigheter med bokstavsrdkning. Vi lade méirke till att eleverna tyckte det var
anstringande att ldsa uppgifter med mycket text som sedan skulle Gversittas till ett
matematiskt uttryck. Vissa ord kunde uppfattas som speciellt svéra i texterna och gjorde
eleverna osikra. Ord som uppskatta, kvot, multiplicera, dividera stéllde till problem. En
uppgift som: 7vilket tal i brakform ska man dividera 6/11 med for att kvoten ska bli 1?”
uppfattades som svér. En enkel ekvation som x + 12 = 20 klarade eleverna av att 16sa men
att berdkna uttryckets virde, x + 12 for x = 10 kunde orsaka forvirring hos elever. Det vi
tror orsakade problemet ar att eleverna inte forstar begreppet “uttryckets viarde”. Vi uppfat-
tade att det berodde pa att eleverna saknade matematiskt sprak.

Aven att forenkla ett algebraiskt uttryck kunde stlla till problem. Var forklaring till detta &r
att elever saknar vissa kunskaper och fardigheter i aritmetik, frdmst anvindningen av
prioriteringsregler men dven att rdkna med brak. Vi har dven uppmédrksammat att elever
protesterar om x byts ut mot en annan bokstav. Om eleverna dr vana att se bokstaven x som
obekant och ldraren ersdtter x med en annan bokstav blir de osékra. Detta kan bero pé att
eleverna inte helt forstar innebdrden av att rikna med obekanta. Om de hade den forsta-
elsen skulle de inte protestera nir ldraren anvinde en annan bokstav dn x som obekant. Ett
annat exempel som tyder pa att elever har problem med att rikna med bokstiver ar att de
forsoker undvika att anvdnda ekvationer for att 16sa textuppgifter. Istéllet resonerar de sig
fram till en 16sning men kan inte redovisa sin tankegang pa ett matematiskt korrekt sitt.

Var erfarenhet &r att dagens algebraundervisning i skolan till stor del handlar om férenkling
av algebraiska uttryck och betydligt mindre tid 4gnas &t Overséttning fran text till
symboluttryck. Persson (2002) skriver att detta kan leda till att eleverna lér sig att hantera
uttryck mekaniskt men saknar en djupare forstaelse for det algebraiska spraket. Dagens
tekniska hjélpmedel t.ex. symbolhanterande réknare, kommer i framtiden i storre utstrick-
ning att hjélpa oss med forenkling av algebraiska uttryck. Daremot maste man pé egen hand
behérska att Gversétta en textuppgift till matematiskt symbolsprak (Persson, 2002).

Béde kursplanen for grundskolans matematik (Skolverket, 2000a) och kursplanen for
gymnasieskolans matematik A (Skolverket, 2000b) betonar vikten av att elever ska kunna
tolka, jimfora och vérdera vid problemlosning. Kursplanen i matematik A framhaller ocksa
att eleverna skall kunna tolka och hantera algebraiska uttryck som krévs for problem-
16sning. Bada kursplanerna trycker mer pa Overséttning och tolkning dn pa forenklings-
algebra som enligt var erfarenhet forekommer i stor omfattning i skolan.

Var avsikt med detta examensarbete &r att belysa hur elever Oversitter uppgifter till
algebraiskt sprdk. Formagan att kunna Oversitta och tolka kommer i framtidens samhélle



enligt Persson (2002) att vara viktigare &dn forenkling. Genom att ligga fokus pa Oversitt-
ningen och spréket forbereder vi elever bést pa att mota problem eftersom “formdgan att
inom ett begreppsomrdde kunna gora oversdttningar mellan olika uttrycksformer, represen-

tationer, starkt bidrar till problemlosningsformdga och o6kad forstielse i matema-
tik. ”(Bergsten m.fl., 1997, s. 35).



2  BAKGRUND

Syftet med bakgrunden &r att kortfattat beskriva vad algebra dr och algebrans historiska
utveckling. Forskning om relationen mellan algebrans historiska utveckling och elevers
larande, samt forskning om elevers forstaelse av det algebraiska spridket och bokstavs-
symboler, behandlas. Avslutningsvis behandlas oversittning mellan olika uttrycksformer.

2.1 Varfor algebra for alla?

Algebra bestar av studiet av operationer med tal och relationer mellan tal med anvéindande
av variabler eller bokstavssymboler. Anvindandet av symboler gor att algebran far storre
allméngiltighet &n aritmetiken (Thompson, 1994).

Manga ménniskor anser att de inte haft ndgon nytta i sina liv av den algebra de har fatt lara
sig 1 skolan. Persson (2002) fragar sig om detta tyder pa att vi slosar tid och energi pa
algebra i skolan till ingen nytta.

I artikeln Behover alla lira sig algebra? motiverar Persson (2002) varfor alla behdver lira
sig algebra. Algebra innebér bl.a. att kunna representera komplicerade situationer pa ett
overskadligt sitt. Detta kan goras i form av variabler, parametrar, formler, tabeller och
grafer som beskriver olika samband. Nir man ldser en dagstidning kan det krivas att
lasaren maste behdrska de ovan namnda formerna for att kunna bilda sig en forstaelse for
innehéllet. Persson (2002) menar att kunskaper i algebra ger individen mdjlighet att pé ett
helt annat sitt bedoma gjorda berdkningarnas giltighet eller riktigheten i diagram i tidningar
eller i TV. For att kunna ta del av information i vart samhélle kan det ses som en
demokratisk rittighet att fa lara sig algebra. Detta innebér enligt Persson (2002) likvardiga
mojligheter att utveckla och forkovra sig. Eftersom algebra dr ett naturligt sprak for
problemlosning och stirker formagan att fora resonemang, dra slutsatser och kritiskt
analysera, dr den vésentlig for att alla ska ha likvardiga mojligheter till ett livslangt larande.
En annan anledning till att alla ska f4 ldra sig algebra &r att vissa vidarestudier efter gymna-
siet krdver kunskaper inom detta omrade. Nekas elever att ldra sig algebra begrdnsas de
ocksa for fortsatt utbildning. For elever som senare vill syssla med exempelvis program-
mering ar algebrakunskaper en nédvindighet (Persson, 2002).

International Commission on Mathematical Instruction, ICMI, arrangerade en konferens i
Melbourne i Australien 2001 med temat forskning om undervisning och ldrande i algebra.
Resultaten fran konferensen redovisas i The future of Teaching and Learning of Algebra
(Stacey m.fl. 2004). Diskussionerna om varfor elever ska ldra sig algebra i skolan samman-
fattas i1 foljande punkter:

Algebra
* Is anecessary part of the general knowledge of members of an educated and democratic
society

* Is a prerequisite for further study of mathematics, certain higher education courses, and many
fields of employment



* Is a crucial component of mathematical literacy, which underpins a nation’s technological
future and economic progress

* Is an efficient way to solve certain types of problems

* Promotes the intellectual activities of generalisation, organised thinking, and deductive
reasoning
(MacGregor, 2004, s. 318)

Ett sétt att motivera algebra dr genom att anknyta till vardagliga situationer for att eleverna
ska inse algebrans betydelse for deras egna och samhillets utveckling, men

“Nyttoaspekten dr inte den framsta motiveringen att ldra sig algebraf...]. Spédnningen,
utmaningen, ndje och skonhet kan i mdanga fall fungera bdttre som drivkraft”
(Bergsten m.fl., 1997, 5.25)

Nir elever arbetar med utmanande problem utvecklas deras eget tinkande (Bergsten m.fl.,
1997). En intellektuell utmaning édr en av de starkaste faktorerna som ligger bakom eget
larande och utveckling. Det &r ett centralt motiv eftersom det inte ar viktigt vilken typ av
uppgifter man arbetar med. Huvudsaken &r att eleverna klarar av utmaningen.

Persson (2002) anser att stridvan efter att utveckla sin kognitiva forméga finns i varje
mainniska och &r en drivkraft for nytt larande och sdkande efter nytt tdinkande. Det &r manga
som tycker det &r roligt och stimulerande att 16sa knepiga matematiska problem, gator och
korsord. Den lustfyllda utmaningen kan ge tillfredsstillelse. Det &r viktigt att anvinda sig
av verklighetsanknutna problem i undervisningen, men minst lika meningsfullt verkar det
vara for eleverna att arbeta med uppgifter som utmanar dem intellektuellt. Algebra kan vara
en sddan lustfylld utmaning om eleverna upplever att det &r roligt att arbeta med det.

2.2 Vad ska eleverna kunna inom algebra?

Av kursplanen i matematik framgar att nar eleverna slutar grundskolan ska de kunna:

- tolka, sammanstilla, analysera och vérdera data i tabeller och diagram

- tolka och anvénda enkla formler, 16sa enkla ekvationer, samt kunna tolka och anvénda grafer
till funktioner som beskriver verkliga forhéllanden och héndelser.
(Skolverket, 2000a)

Elever som har avslutat matematik A skall enligt kursplanen kunna:

- tolka och hantera algebraiska utryck, formler och funktioner som kravs for problemldsning i
vardagslivet och i studieinriktningens dvriga &mnen

- stélla upp och tolka linjdra ekvationer och enkla potensekvationer samt 16sa dem med for
problemsituationen lamplig metod och med lampliga hjdlpmedel.
(Skolverket, 2000b)

Vid ICMI-konferensen ar 2001 sammanstéllde en arbetsgrupp de minimikrav pa basfardig-
heter i algebra som en elev kan forvédntas ha efter genomgéngen utbildning ar F — 12.



Sammanstillningen ger ett internationellt perspektiv pa vad alla elever i vérlden bor behér-
ska inom algebra. Basfardigheterna innebér att eleverna:

* Become confident in their ability to interpret information expressed in algebraic notation

* Recognise mathematical structures and patterns, and understand that algebra is used to
express such generalities;

* Interpret and use formulas, especially substituting numbers to find values;
* Know how formulas are related to, and derived from, sets of data;
* Understand the relationships between functions and graphs:

* Know at least qualitatively some important properties of linear and exponential functions,
and the implications for managing personal financial affairs...

* Understand how notations and representations can be used for modelling certain situations
and solving problems;

* Understand arithmetic operations more deeply to achieve a more secure grasp of basic mathematical
ideas

* Use technological tools

* Experience the pleasure of doing mathematical experiments...
(MacGregor, 2004, s. 325)

Béda kursplanerna och ovanstdende internationella sammanstédllning av basfardigheter i
algebra tar upp liknande mél som elever bor behérska i algebra. Det gemensamma &r att
elever bor bland annat kunna tolka och anvidnda formler, anvénda algebraiska uttryck for att
16sa matematiska situationer samt kunna anvénda sig av funktioner. I den internationella
sammanstillningen understryks dven att elever ska uppleva ndje av laborativ matematik.

2.3 Algebrans historiska utveckling

Ordet algebra hiarstammar enligt Thompson (1994) ifran det arabiska uttrycket al-jabr och
betydde ursprungligen ekvationsldsning.

Kognitiva inldrningsprocesser av skolalgebra anses av forskare ha sitt ursprung i den
historiska utvecklingen av algebran. Kieran (1992) skriver att algebrans historiska utveck-
ling kan sammanfattas i tre steg: det retoriska, det synkoperade och det symboliska steget.

Algebrans historiska utveckling, frén grekernas matematik till den moderna matematiken,
har behandlats av Thompson (1996). Grekerna anviande sig av retorisk algebra vilket
innebér att all matematik, dven siffrorna, uttrycks med ord. Ett viktigt steg i1 algebrans
utveckling dr Diophantos arbete pa 300-talet i Alexandria. Diophantos vidareutvecklade
den retoriska algebran genom att infora forkortningar for ord. Hans algebra blev kallad for
synkoperad algebra och ses som en link mellan den &ldre retoriska algebran och den



moderna symboliska algebran. Den synkoperade algebran slog dock inte igenom forrin i
slutet pa 1500-talet d& Diophantos verk, Arithmetika, Gversattes till latin och spreds i
Europa.

Thompson (1996) omnidmner matematikern al-Khwarizmi som var verksam pa 800-talet i
Bagdad. Al-Khwarizmis mest betydelsefulla verk, al-Kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr
wal mugabala, ar en ldrobok bestdende av tre delar och skriven pa arabiska. Den forsta
delen dr en grundliggande retorisk framstdllning om forsta- och andragradsekvationer.
Andra delen behandlar geometri och den sista delen handlar om invecklade kalkyler.
Endast bokens forsta och andra del dversattes till latin.

Overgangen fran den synkoperade till den symboliska algebran kunde enligt Kieran (1992)
genomfdras genom att Diophantos verk dversattes till latin. Oversittningen spreds i Europa
och den berdmda matematikern Francois Viéte vidareutvecklade algebran i borjan pa 1600-
talet. Viéte byggde vidare pad Diophantos synkoperade algebra genom att infora bokstéver
som kunde representera savil kdnda som okdnda storheter. I och med detta foddes den
symboliska algebran. Med den symboliska algebran blev det mgjligt att uttrycka generella
l16sningar pd matematiska problem och att anvidnda algebran som redskap for att bevisa
regler och kontrollera numeriska forhallanden.

I Matematiken i historien beskriver Thompson (1996) att 1600-talet innebar ett paradigm-
skifte inom vetenskapen. Tidigare var vetenskapens begrepp knutna till vardagliga hindel-
ser men efter paradigmskiftet blev vetenskapen mer abstrakt och begreppen mer kontext-
oberoende. Persson (2005) skriver att algebran utvecklades vidare av bland annat Leibniz
och Newton som uppfann regler och konventioner for strukturella operationer. Det innebér
att lagar, som behandlar obekanta och bekanta storheter pd samman sitt, introduceras
(Thompson, 1994). Under arton- och nittonhundratalen utvecklades slutligen den abstrakta
algebran med de regler som styr alla algebraiska system.

2.4 Paralleller mellan algebrans historia och elevers lirande

“Individen upprepar (rekapitulerar) under sitt korta jordeliv det mdnskliga sldiktets kognitiva
utveckling.”
(Thompson, 1996, s. 450)

Citat ovan ar hamtat fran Matematiken i historien av Thompson (1996) och &r en til-
lampning av rekapitulationstesen. Tesen innebér att varje individs kognitiva utveckling
reflekterar ménsklighetens utveckling. Jean Piaget tillimpade rekapitulationstesen da han
fokuserade pa minniskans sétt att tdnka, ifrdn barndomen upp till vuxen alder. Genom att
intervjua barn ansag Piaget att vi far veta hur vi sjilva tinkte som smad men dven hur vara
forfader tinkte. Rekapitulationstesen kan enligt Thompson (1996) édven tillimpas pa mate-
matikundervisning. En analys av historien kan antyda att de omrédden inom matematiken
som tog lang tid att utvecklas ocksd kommer att innebéra svarigheter for eleverna. Lararen
behover uppmirksamma dessa moment och ha detta i atanke nir en kursplanering kon-
strueras. Eftersom det tog lang tid for minskligheten att utveckla det algebraiska
symbolspraket kan vi forvinta oss att det tar lang tid och dr en krdvande process for
eleverna att utveckla ett algebraiskt tdnkande. Grundidén med rekapitulationstesen &r att
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undervisningen inom matematiken bor folja den historiska utvecklingen. Detta tyder pa att
den grundldggande algebraundervisningen bor vara retorisk (Thompson, 1996).

I foljande exempel, hdmtat fran Thompson (1996), visas hur forstdelsen for det symboliska
spraket kan underléttas:

O O
0 O 0
0 DDDHDDDD

1. Tre klossar och fyra klossar ar tillsammans sju klossar

2. 3 klossar + 4 klossar = 7 klossar

3.3k. +4k. =7k.
4a.3x +4x =7x
4b.3+4=7

(Efter Thompson, 1996, s. 453)

I steg 1-2 behandlas problemet retoriskt och i steg 3 star k. for en forkortning av “klossar”
och syftar diarfér p4 Diophantos synkoperade algebra. I steg 4a infors symbolen x istillet
for k. och detta ar en naturlig 6vergang ifran de verkliga objekten (klossar) till det alge-
braiska symbolspréket. En sddan 6vergang kan minska svarigheterna for eleverna att rikna
med bokstdver. Steg 3 kan dven leda till 4b som é&r ett aritmetiskt uttryck. Intressant ar att
det algebraiska uttrycket i steg 3 uppfattas som enklare dn det aritmetiska uttrycket i steg
4b. 1 det algebraiska uttrycket finns k. som en koppling till de verkliga objekten, vilket
saknas i det aritmetiska uttrycket. Overgdngen frin steg 1, det retoriska, till steg 4a, det
algebraiska symboluttrycket, sker pd hogstadiet men tydliggors enligt Thompson (1996)
inte tillrackligt for eleverna.

Att algebran &r, och alltid har varit, en stotesten for eleverna framgér av Persson (2005).
Persson (2005) skriver att algebran pd mer &n ett sétt utgér bokstavliga svarigheter i
matematikldrandet. Slutsatsen dr att ldrare under alla tider har kdmpat med att utveckla
olika undervisningsmetoder som underléttar elevernas algebraforstéelse.

Att algebra genom tiderna har varit svart att ta till sig framgar av foljande citat som hér-
stammar fran 1600-talet:

“Algebra dr Mdnniskiornes Forstinds helige Préfwosteen sd at then som thenna Konst wil
forstadr kan sig forsdkra att intet skal forekomma thet han icke forstd kan.”
(Haggstrom, 1995, s. 17)
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2.5 Algebra som spriak

Det algebraiska symbolspriket betraktas enligt Bergsten m.fl. (1997) som matematikens
eget sprak. Med hjélp av detta kan matematiska begrepp och forhallanden uttryckas enkelt
och precist. Det viktiga med det algebraiska spraket ar att ett algebraiskt uttryck kan
skrivas om utan att uttrycket dndrar innebdrd. Detta kan observeras tydligt vid ekvations-
16sning. Genom algebraiska omskrivningar kan samband tydliggoras som fore omskriv-
ningen var omdgjliga att se. Detta dr en av algebrans styrkor. For att kunna arbeta med det
algebraiska spraket menar Bergsten m.fl. (1997) att elever maste kunna skriva, lisa,
hantera och tolka de matematiska symbolerna. Alla dessa fardigheter dr avgorande for att
utveckla en djup forstaelse for det algebraiska spraket. Vid djup forstielse har eleverna
klart for sig vad de olika symbolerna star for och varfor raknereglerna fungerar. Detta dr en
grund for att symbolkénsla ska utvecklas. For att kunna hantera och tolka de matematiska
symbolerna kravs kunskap och fardigheter i aritmetik. Enligt Olteanu (2000) utgor forsta-
else av de olika rdkneoperationerna och deras egenskaper basen for algebraiskt tdnkande.
Om celeverna inte vet att multiplikation maste prioriteras fore subtraktion skapar det
problem nér de ska rdkna med bokstéver.

Bergsten m.fl. (1997) skriver att en symbol kan ha tre olika betydelser. Symbolen kan vara
en grafisk symbol, den kan hénvisa till en eller flera objekt eller den kan sta for ett
begrepp. Till exempel kan 3" std for ett tecken, referera till objekt som t.ex. tre kronor,
eller sta for begreppet talet tre.

Algebra dr for minga mianniskor liktydigt med bokstavsrdkning enligt Bergsten m.fl.
(1997). Den synliga skillnaden mellan aritmetik och algebra dr bokstavssymbolerna.
Siffror i aritmetiken kan ocksa ses som symboler men efter ett antal &r som elev i skolan &r
det naturligt att betrakta sifferbeteckningar som identiska med tal. Nar en bokstav helt
plotsligt star for ett godtyckligt tal i algebran, kénner sig elever forvirrade och kan inte
utfora berdkningar korrekt. Nagot som stéller till med problem for elever é&r att bokstdverna
redan har en funktion i vért sprak. En bokstavs mening tvingas till att omdefinieras nér den
anvinds i matematiken. Undersokningar som Grenmo och Rosén (1998) hénvisar till visar
att svarigheter med bokstavsrikning bland annat beror pa att bokstdverna inte uppfattas
som en kvantitet utan istéllet som en forkortning for ett objekt. Till exempel kan bokstaven
a ses som en forkortning av apelsin och b som en forkortning av banan. Detta medfor att
uttrycket 3a + 5b + a kan tolkas som en uppmaning att lagga ihop tre apelsiner, fem
bananer och ytterligare en apelsin. Hur kan 3a - 5b = 15ab forklaras och forstds? Hér
uppstér det ett problem med tolkningen. Elever kan ha svart med att acceptera ett
algebraiskt uttryck som exempelvis 3b + 5 d& b inte har négot specifikt virde. Om elever
saknar forstaelse for det algebraiska spraket forsoker de associera bokstdverna till ndgot de
kanner sig bekanta med. Enligt Persson (2005) kan elever se bokstaven b som en
uppmaning att byta ut bokstaven mot talet 2. Detta forklarar Persson (2005) med att
eleverna kopplar bokstaven till alfabetet dér bokstaven b har platsvérdet 2. Elever fortsatter
att berdkna uttrycket som i det hér fallet leder fram till svaret 11.

En annan svérighet som uppstar i samband med bokstavsrikning ar att en bokstav i
algebran kan ha olika betydelse beroende péd i vilket sammanhang den anvénds. Som
Bergsten m.fl. (1997) pépekar, kan en bokstav ibland sté for ett konstant tal som &ar obekant.
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I andra fall representerar bokstaven inte nagot specifikt tal, utan istdllet star bokstaven for
ett tal som kan variera. En bokstav kan ocksa ses som ett godtyckligt men konstant tal.

Elevers olika uppfattningar av bokstidver sammanfattas i foljande punkter (Persson, 2005).
Punkterna beskriver ocksa den gradvisa utvecklingen av elevens formaga att arbeta med det
algebraiska symbolspréket.

1. Bokstaven ses som ett objekt som saknar mening, eller dess vdrde fds som bokstavens plats i
alfabetet.

2. Det dr tillrickligt att prova med ett tal istdillet for bokstaven.
3. Det dr nodvdndigt att préva med flera tal

4. Man uppfattar bokstaven som representant for en klass av tal. Det rdcker att prova med
ndgot av dessa tal.

5. Man uppfattar bokstaven som representant for en klass av tal. Man behover inte préva med
ndgot av dessa tal.
(Persson, 2005, s. 17)

Manga elever har svért att nd nivderna 4 och 5 som ar de mest abstrakta. De flesta eleverna
befinner sig pa de tidigare nivaerna.

Anvéandningen av bokstavssymboler i skolalgebran kan enligt Bergsten m.fl. (1997)
sammanfattas i fyra aspekter dir det framgar i vilka sammanhang bokstavssymboler
anvands, vad bokstavssymbolerna representerar samt vilka matematiska aktiviteter som
symbolerna uppmanar till. De fyra aspekterna &r sammanfattade i f6ljande tabell:

Algebra som Bokstavssymbol som Aktivitet
Problemlosningsverktyg Obekant, konstant Losa, forenkla
Generaliserad aritmetik Monsterbeskrivande Oversitta, generalisera
Studium av relationer Variabel, parameter Relatera, gora grafer
Studium av struktur Godtyckliga symboler Omskriva, motivera

(Bergsten m.fl, 1997, s.13)

For att underlitta algebrainldrningen skriver Bergsten m.fl. (1997) att det &r viktigt for
eleverna att lararen héller isér dessa aspekter.

Grenmo (1999a) papekar att bokstiver som symboler stiller hoga krav pa abstrakt
tankande. Det krivs att eleverna maste forstd de olika sitt vi anvinder bokstdver pd i
matematiken. Grenmo (1999a) understryker dven lararens roll i undervisningen dér lararen
bor tydliggdra sambandet mellan bokstdverna och dess uttryck for eleverna.
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2.6 Den algebraiska cykeln

Den algebraiska cykeln bestar av tre faser som beskriver hur man arbetar med bokstavs-
symboler i algebran. Cykelns faser &r:

Oversittning ALGEBRAISKT
UTTRYCK

1. Oversittning till ett uttryck med symboler

2. Omskrivning av symboluttryck HANDELSE Omskrivning

3. Tolkning av symboluttryck B
ALGEBRAISKT
(Efter Bergsten, m.f1.,1997, figur 2 s. 15) Tolkning UTTRYCK

En héndelse/situation eller ett problem som beskrivs med vanligt sprak kan overséttas i fas
I till ett matematiskt symboluttryck. I fas 2 bearbetas symboluttrycket med hjélp av
algebraisk omskrivning. Detta leder till att 16sningen till problemet eller en beskrivning av
situationen han hittas och tolkas i fas 3.

En konkretisering av den algebraiska cykels faser ger Bergsten m.fl. (1997) i foljande
exempel:

Sven: Ge mig dtta kronor, sd har vi sen lika mycket!

Asa: Om du istillet ger mig dtta kronor, sd kommer jag sen att ha dubbelt sd
mycket som du.

Hur mycket hade egentligen Asa och Sven?

Fas 1: Oversitting. I problemet 6versitts situationen till tva ekvationer.
Antag att Asa har x kr och Sven y kr. Texten &versitts till foljande ekvationer:

a) x-8=y+8
bx+8=2-(y-8)

Fas 2: Omskrivning. Ekvationerna bearbetas med algebraisk omskrivning (manipulering).

a) x-8=py+8 gerx=y+16
b)x+8=2(y-8)ger x+8=2y+16 och x =2y - 24

Alltsd dr y +16 =2y — 24, Dettageratt y+40 =2y och y =40
Dadr x =40+16 =56

Fas 3: Tolkning. Uttrycken x = 56 och y = 40 tolkas tillbaka till vanligt sprdk som att
Asa hade femtiosex kronor och Sven fyrtio kronor.

(Bergsten m.fl., 1997, s. 16)
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For att néd ett algebraiskt tinkande &r det nddvindigt att kunna hantera och forsta de tre
faserna: dverséttning, omskrivning och tolkning. De tre faserna har gemensamt att det sker
nagon form av oversittning i varje steg. Det kan handla om &verséttning fran ett symbol-
uttryck till ord eller bild, fran ord eller bild till symboluttryck eller oversittning fran ett
symboluttryck till ett annat. Faserna i cykeln ar lika viktiga och kan ses som en kedje-
process. Faserna bygger pad varandra och om forstdelse saknas for nagot steg blir
kedjeprocessen oanvindbar. I skolan har under &rens lopp mycket tid dgnats at omskrivning
och mindre tid har dgnats &t oversittning och tolkning. Om fas I, oversattning, och fas 3,
tolkning, dsidositts i undervisningen i skolan finns det en risk for att eleverna upplever det
algebraiska symbolspriket som meningslost (Bergsten m.fl., 1997).

I Algebraisk formdga och forstdelse understryker Persson och Wennstrom (2002) att varje
fas 1 den algebraiska cykeln &r lika viktig. Forfattarna tror dock att fas I, Oversattning till ett
uttryck med symboler, och fas 3, tolkning av symboluttryck, kommer att bli viktigare dn
omskrivning av symboluttryck. Detta beror pa de nya hjélpmedel som finns att anvénda sig
av inom matematiken, t.ex. symbolhanterande rédknare. En symbolhanterande réknare klarar
av att skriva om och forenkla ett symboluttryck men &versittning frén en text till ett
symboluttryck maste den som anviander den symbolhanterande raknaren ta ansvar for. Trots
ny teknik ar vissa manuella fardigheter nodvindiga. Forfattarna papekar ocksé att en viss
osédkerhet rader om hur fardighetstraning och forstaelse hanger ihop. Férdighetstraning, som
till exempel forenkling av ett uttryck, kanske behovs for att en forstielse ska infinna sig
(Persson & Wennstrom, 2002).

En viktig frdga &r just hur algebraisk forstielse forhaller sig till fardigheter i algebraiska
manipulationer. Enligt Persson (2005) hdvdar vissa forskare att det ena méste intriaffa fore
det andra; antingen maste man forstd innan man kan utfora nigot eller méste man ha dvat
innan det finns ndgot man kan forstd. Enligt studier och observationer av Persson och
Wennstrom (Persson, 2005) gér det inte att faststélla ett sddant pastdende. De menar istillet
att man skaffar sig kunskap inom algebra genom ett komplicerat vixelverkande mellan
forstéelse och fardighet dir bada krévs for att ett algebraiskt tinkande ska kunna uppnas.

2.7 Oversittning till algebraiskt uttryck

“One of the major obstacles in using algebra to solve problems is the

translation of the verbal representation of the problem into an algebraic one.”
(Kieran, 1997, s. 146)

Ett av de storsta hindren elever moter nér de ska losa problem é&r, som framgar av Kieran
(1997), overséttningen fran uppgiftens verbala representation till ett algebraiskt sprak.
Enligt Gronmo (1999b) ar det ofta nddvéndigt att kunna ga frdn en situation, som &r
beskriven med ord, till att beskriva samma situation med hjilp av bokstavssymboler. Detta
kan liknas med att dversitta frin t.ex. svenska till engelska. Aven att dversitta fran ett
algebraiskt symboluttryck tillbaka till vanligt sprék behover eleverna trdna pd. Genom att
ge eleverna tillfille att omforma en textuppgift med egna ord blir det enligt Grenmo
(1999a) en ”mjukare” Overgdng mellan texten och symboluttrycket. Elever har ofta
svarigheter med att ldsa uppgifter sd att de forstar dem. Ett sétt att fi elever att klara av
overséttning béttre dr att ldra dem lésa och diskutera innehéllet i uppgiften innan de borjar
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16sa uppgiften. Det dr ocksa viktigt att elever lér sig och far tid till reflektion och diskussion
om det som dr oként i uppgiften innan de bdrjar anvinda symboler (Grenmo, 1999a). En
sarskild svarighet ar att spriket kan lura oss genom att ge oss felaktiga associationer vid
oversittning till matematiska symboler (Grenmo, 1999b).

Ett beromt exempel pé hur spréket kan lura oss ses i foljande uppgift:

Write an equation using the variables S and P to represent the following statement:”There
are six times as many students as professors at this university.” Use S for the number of
students and P for the number of professors.

(Bergsten m.fl., 1997, s. 58)

Intressant dr att manga elever svarar med den omvinda ekvationen, P = 6-S,istéllet for

det korrekta, S =6-P. De elever som 16ser uppgiften korrekt genomforde ofta foljande
hypotetiska operation i huvudet:

Studenterna dr fler dn ldrarna. Vad ska goras for att de ska bli lika manga?
Jo, antalet ldrare mdste multipliceras med sex for att vara lika stort som
antalet studenter.

(Bergsten m.fl., 1997, s. 58)

I denna uppgift framgar det tydligt att de som lyckades forst gjorde en tolkning med egna
ord, vilket slutligen ledde fram till det algebraiska symboluttrycket. Har ser vi hur viktig
den egna Oversittningen dr for att kunna uttrycka sig med ett algebraiskt sprak. Exemplet
paminner om nér vi ska dversitta fran ett sprak till ett annat, exempelvis fran svenska till
tyska, dér ordfdljden inte &r densamma. En direkt dversdttning leder fram till det felaktiga
svaret 6-S = P (Bergsten m.fl., 1997).

Det ar vél ként att elever i alla &ldrar kan ha svart for att forsta en text beroende pa att de
inte forstar uttryck som t.ex. summan av, produkten av, kvadraten pd osv. Dessa uttryck ar
naturliga for lararen att anvinda men kan stélla till svarigheter for elever (Olteanu, 2000).
Svérigheten ligger i de abstrakta termerna men dven i de vardagstermer som anvinds pé ett
annat sdtt i matematik an till vardags. Forsok med att géra matematiken mer begriplig,
genom att koppla matematiken till vardagen, underléttade enligt Olteanu (2000) dock inte
for eleverna. Eftersom spraket ar ett viktigt instrument for tankandet dr det nddvéndigt att
eleverna forstdr ordens innebord for att kunna utveckla sina kognitiva formégor inom
matematik (Olteanu, 2000). Vissa ord kan direkt forknippas med en av de grundlidggande
rakneoperationerna. Ord som “mer dn”, dldre och ldngre associeras direkt av elever med
addition utan att de ndrmare analyserar sammanhanget (Malmer, 1990). Malmer (1990)
skriver att ndr elever gor en jamforelse mellan tvd storheter &r det underforstétt att “mer
dn” betyder att storheterna symboliserar forst lika mycket, och sedan adderas skillnaden till
den ena storheten.

Hittills har algebran i skolan varit en “tyst aktivitet” men i dagens skola behover eleverna
anvanda spraket aktivt for att 6ka sin egen forstaelse for algebra men dven for matematiken
som helhet (Grenmo, 1999b).
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2.8 Olika uttrycksformer

Oversittningsmomentet ir kritiskt nér elever ska 16sa matematiska problem. Darfor krivs
enligt Bergsten m.fl. (1997) att Oversittningsformégan &dr vl forankrad i det talade och
skrivna spraket samt i andra uttrycksformer. Det innebir att eleverna méste vara vana att
anvinda de olika uttrycksformerna for att kunna arbeta med matematik pé ett effektivt sétt.
Ett exempel pa dversittning mellan de olika uttrycksformerna ges nedan:

Bildmaéssigt Verbalt Numeriskt Symboliskt

Ténk p4 ett tal 8 (tex) X

BXXX Lagg till 4 8 + 4, dvs. 12 Xx+4

PRPPPY Multipliceramed 3 | 3 - 12, dvs. 36 3(x +4)=3x+12

[2]eeee
ERXXXC
[2]e Minska med 9 36 -9, dvs. 27 3x+12-9=3x+
[2]e :
[2]e

¢ Dela med 3 27/3, dvs. 9 GBx+3)3=x+1
L 2 Minska med det tal | 9 — 8, dvs. 1 x+1-x=1
du tankte pd

(Bergsten m.fl., 1997, fran exempel 4 s. 40)

Olika uttrycksformer belyser en matematisk situation utifrén olika synvinklar. Den bild-
missiga formen har en kvalitativ, den numeriska en kvantitativ och den symboliska en
manipulativ karaktir. Om eleverna inte dr vana att jobba med de olika uttrycksformerna
och att vixla fritt mellan dem s& kan Oversdttning vara svart. En elev riskerar att tappa
nagon information och far (en Oversittning) ett algebraiskt uttryck som inte stimmer med
det ursprungliga (Bergsten m.fl., 1997).

2.9 Sammanfattning av litteraturstudien

Algebra beskrivs som ett nddvandigt &mne for alla for att kunna ta del av information i vart
samhélle. Eftersom algebra framjar intellektuella aktiviteter som &r nddvéandiga for forma-
gan att generalisera samt ténka strukturerat och deduktivt innebér den likvardiga mojlig-
heter att utveckla och forkovra sig. Vissa vidarestudier krdaver kunskaper i algebra och alla
ska ha lika réttigheter for vidare utbildning (Persson, 2002). Av kursplanen i matematik
framgér att eleverna ska kunna tolka, analysera och hantera algebraiska uttryck vid
problemldsning (Skolverket 2000a och 2000b). Ur ett internationellt perspektiv understryks
att elever bland annat behover forstd forhdllandet mellan funktion och graf samt hur algebra
kan anvidndas som verktyg for att 16sa matematiska problem (MacGregor, 2004).

Det tog lang tid for ménskligheten att utveckla det algebraiska symbolspraket. Fore 300-
talet var algebran retorisk vilket betyder att inga symboler anvéndes. Istillet uttrycktes alla
samband med ord. P4 300-talet utvecklade Diophantos den synkoperade algebran som ’slog
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igenom” fOrst 1 slutet av 1500-talet. Den symboliska algebran foddes pa 1600-talet genom
att Viéte vidareutvecklade Diophantos arbete (Thompson, 1996). Genom att analysera
matematikens historia kan ldrare forstd att det som tog lang tid att utveckla ocksd kommer
att vara kriavande for elever Algebra har genom tiderna varit svart att ta till sig och lirare
har kdmpat med att utveckla olika undervisningsmetoder som underléttar forstaelsen for
algebra (Thompson, 1996).

Det algebraiska symbolspraket kan enligt Bergsten m.fl. (1997) betraktas som matema-
tikens eget sprdk. En av algebrans styrkor dr att uttryck kan forenklas utan att dndra
innebdrd. For att behérska det algebraiska spraket maste man forsta vad symbolerna star for
samt ha fardigheter i aritmetik. Enligt Olteanu (2000) utgor forstéelsen av rikneoperationer
basen for algebraiskt tinkande. En svérighet med algebra ar att en bokstav kan ha olika
betydelse beroende pa i vilket samband den anvinds (Bergsten m.fl., 1997). Ibland kan
bokstaven vara konstant och i andra fall en variabel. Grenmo (1999a) understryker att
bokstidver som symboler stiller hoga krav pa abstrakt tdnkande vilket krdver att lararen
tydliggér sambandet mellan bokstéver och dess uttryck for eleverna.

Den algebraiska cykeln bestar av tre faser som beskriver hur man arbetar med bokstavs-
symboler i algebran. For att nd ett algebraiskt tdnkande &r det nodvéndigt att kunna hantera
alla faserna: Oversdttning, omskrivning och tolkning, eftersom de bygger pa varandra. Om
nagon fas asidositts i undervisningen ar det risk for att eleverna upplever det algebraiska
spraket som meningslost (Bergsten m.fl., 1997).

I algebra ér det nodvéndigt att kunna gé fran en situation beskriven med ord till att beskriva
den med bokstavssymboler. Eleverna maste forstad ordens innebord for att kunna beskriva
situationen korrekt med symboler. Genom att ge eleverna tid till att diskutera med varandra
och reflektera dver texter blir 6vergangen mellan text till symboluttryck enklare (Grenmo,
1999a, 1999b). Oversittning mellan olika uttrycksformer #r ett kritiskt moment. Om elev-
erna inte dr vana att arbeta med olika uttrycksformer och vixla fritt mellan dem kan
overséttning vara svart. Detta kan leda till att eleverna tappar viktig information och den
nya uttrycksformen blir felaktig (Bergsten m.fl., 1997).
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3 SYFTE OCH PROBLEMFORMULERING

Av litteraturstudien framgar att overséttning frén en text till ett algebraiskt uttryck ar ett
krdvande moment for eleverna. Det &r flera faktorer som péverkar hur eleverna lyckas med
oversittningen: en elev maste behérska olika begrepp och forstd deras innebord samt ha en
vél utvecklad symbolkinsla och kunna véxla mellan olika uttrycksformer.

Syftet med undersokningen &r att f4 en djupare forstaelse for hur elever tinker och gér
tillviga da de Oversitter en uppgift, representerad genom text/matematiskt sprak, till ett
algebraiskt uttryck. Vi vill samtidigt undersoka elevers forstaelse for det matematiska
spraket.

Detta leder fram till f6ljande fragestéllningar:

* Hur géar elever som lidser matematik A tillvaga for att dversitta en textuppgift till
det algebraiska spréket?

¢ Vilka typer av svarigheter har elever nér de dversitter fran text till algebraiskt
uttryck?

For att fa svar pa fragestéllningarna har vi konstruerat ett test med sex uppgifter hamtade
frén olika kéllor. Elevernas 16sningar analyseras med hjdlp av den genomforda litteratur-
studien.
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4 METOD OCH GENOMFORANDE AV DEN EMPIRISKA
STUDIEN

I detta kapitel beskrivs undersokningens karaktér, urval av deltagare, genomforande samt
forskningsetiska principer. Eftersom studien bestdr av textuppgifter sammansatta till en
test, beskrivs varje uppgift angdende varifran den ursprungligen kommer och pa vilket sitt
den testar elevernas forméga att dversitta uppgifterna till algebraiskt sprak. I sista avsnittet
beskrivs bearbetning av insamlat datamaterial.

4.1 Metoder for insamling av data

I denna studie fokuseras oOverséttningsfasen i den algebraiska cykeln. Unders6kningen
forvéntas belysa hur eleverna som ldser matematik A Oversitter problem eller situationer
till algebraiskt uttryck. Undersokningen avser dven att askadliggora elevernas forstaelse for
det matematiska spraket samt vilka svarigheter eleverna har vid dverséttning.

Med kvalitativ forskning syftas, enligt Patel och Davidsson (1994), pa forskning som
anviander sig av verbala analysmetoder, medan kvantitativ forskning anvinder sig av
statistiska bearbetnings- och analysmetoder. Syftet med kvalitativa undersokningar ar att
skaffa en djupare kunskap och forstaelse an den som fas vid anvéndning av en kvantitativ
undersokning.

For att nd undersokningens syfte valdes sex uppgifter ut ur olika kéllor och sammanstélldes
till ett test. Undersokningens syfte dr infe att belysa hur ménga elever som 16ser en uppgift
pa ett specifikt sitt utan fokus ligger pa kvalitén i 16sningarna. Undersokningen har alltsa
en kvalitativ karaktir eftersom elevernas 16sningar analyseras och kategoriseras.

Vi har valt att anvénda ett test for att fi med ménga elevers l0sningar och for att f4 en
varierad och nyanserad bild av deras tillvigagingssitt for oversittningen.

4.2 Testuppgifterna

Undersokningen utgick fran ett test bestdende av sex uppgifter (se bilaga 1) inom det
berérda omradet. Uppgifterna kan delas in 1 tva olika grupper med fyra uppgifter i den ena
gruppen och tva i den andra. Uppgifterna i den forsta gruppen avser att undersdka hur
eleverna forstar det matematiska spréket. Denna grupp ska visa om specifika matematiska
ord som, dividera, multiplicera, “mer dn” osv, kan hindra eleverna fran att oversitta fran
text till algebra. Avsikten med den andra gruppen uppgifter ar att undersoka hur eleverna
sjdlva skapar ett algebraiskt uttryck utifrdn en textuppgift. Testets uppgifter har hamtats
ifrdn TIMSS 2003, nationellt prov i matematik A 2005, Kéngurutdvlingen, Algebra for alla
(Bergsten m.fl. 1997), samt ifran artikeln En bokstav kan sdga mer dn tusen ord av Grenmo
(1999). Rubriken pa testet dr “Fran text till algebra”. Syftet med denna rubrik, istéllet for
test eller prov, var att eleverna inte skulle kdnna sig pressade. Det dr inte meningen att
eleverna ska kénna sig bedomda. En annan anledning var att formodligen fler elever kan
tanka sig att stdlla upp om det inte kallas for test eller prov.



20

Den forsta uppgiften dr hdmtad ifran det nationella provet i matematik A varterminen 2005.
Enligt Skolverkets rapport, Resultatbedomning av gymnasieskolans kursprov Ildsdret
2004/2005 (20006) tillhorde denna uppgift de i del I som hade lagst 16sningsproportion. Av
eleverna som skrev det nationella provet klarade 39 % uppgiften. Textuppgiften ar mycket
kort men innehaller enligt Skolverket tva svarigheter. Den ena svarigheten &r att forstd
vilket tal som &r storst av x och y och den andra svarigheten r att Gversétta ”200 mer dn”
till symbolspraket. Skolverket uppger att en vanlig feltolkning var 200 ganger mer. Av
rapporten framgar att ett vanligt svarsalternativ var 200x = y. I det hér fallet har eleverna
varken klarat av Oversittningen “mer dn” eller reflekterat over vilket tal som var storst.
Svar som 200y = x och 200 + x = y eller omskrivningar av dessa likheter forekom i lika stor
utstrackning. Néagra enstaka elever hade forsokt att ge exempel pa véirden pa x och y. Detta
ledde till att likhetstecknet som fanns pa svarsraden kunde ge svar som 400 = 600. Vissa
elever hade forsokt Oversitta textuppgiften till matematiska symboler som x = 200 > y
(Skolverket, 2006). I de tva sistndmnda exemplen missbrukas likhetstecknet och de mate-
matiska symbolerna anvinds pa ett icke-konventionellt sitt.

Uppgift 2 ar ett vilkdnt matematikproblem som bygger pa ett s.k. omvidnt samband som
tidigare diskuterats i litteraturstudien (se kap. 2.7). Situationen beskriven i ord pa ett sitt
som medfor att man forleds att stilla upp ett felaktigt samband. Svarigheten med uppgiften
ar att det inte gér att Gversétta ordagrant ord for ord. Ordagrann Oversittning leder till det
felaktiga sambandet 6-S = P, istdllet for det korrekta 6- P = S .

Den tredje uppgiften dr hamtad ifrdn Grenmos (1999b) artikel En bokstav kan sdiga mer dn
tusen ord. Uppgiften ar ett exempel pa att relationer mellan storheter forekommer i
vardagslivet. Eleverna behdver se meningen med att rdkna med bokstéver. Annars riskerar
algebraundervisningen att leda till ett meningslost manipulerande med symboler. Den forsta
delen av uppgiften testar elevers formaga att tolka en situation och dversétta till matematisk
modell. En del av uppgiften gér att 16sa utan att anvinda sig av algebra.

Den fjarde uppgiften dr hdmtad ifran TIMSS (Trends in International Mathematics and
Science Study) 2003 (Skolverket 2004), som testat uppgiften pa mer dn 4000 elever i vart
och ett av 50 liander. Av de svenska eleverna klarade 29,6 % uppgiften. Det land dar
eleverna presterade bést resultat dr Singapore dér 10sningsfrekvensen var 65,3 %. I den hér
uppgiften testas bade Oversittning fran text till matematiskt uttryck, samt att rdkna med
bokstiver.

Uppgift 5 ar konstruerad till Kdngurutdvlingen, Cadet gymnasiet (2004), som &r en stor
internationell matematiktavling. Med den hir uppgiften vill vi undersoka elevernas forstéa-
else for det matematiska spraket, d.v.s. oversittning fran matematiska ord till symboler.

Den sjatte uppgiften fick vi fran var handledare. Uppgiften gir ut pa att eleverna ska se ett
samband mellan de numeriska védrdena och de symboliska berdkningarna. Den hir
uppgiften paminner om uppgift fem men blir betydligt krdngligare matematiskt. Uppgiften
testar forstaelse av matematiska ord, prioriteringsregler vid forenkling, samt formaga att se
samband mellan symboliska berdkningar och numeriska varden.
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Syftet med uppgifterna 1, 2, 5 och 6 dr att undersoka hur elever uppfattar kopplingen
mellan orden, bade vardagliga och matematiska, och de matematiska symbolerna. Avsikten
med de Gvriga uppgifterna, 3 och 4, ar att undersdka hur elever gor en egen dversittning
frdn en beskriven situation till ett matematiskt uttryck. Dessa uppgifter avser samtidigt att
undersoka i1 vilken utstrickning eleverna undviker att anvinda ett matematiskt symbol-
uttryck for att istillet behandla uppgiften numeriskt.

4.3 Urval av deltagare

Undersokningen genomfordes i en teknikklass och tva samhaéllsklasser som ldser matematik
A och gar forsta éret pa olika gymnasieskolor 1 sodra Sverige. Valet av dessa klasser har
gjorts for att ge en sa stor variation pa elevers losningar som mojligt. En anledning till att vi
har valt klasser som ldser matematik A &r att vi under var VFU blev medvetna om elevers
svarigheter med algebra i matematik A. Matematik A dr ocksé den kurs som dr obligatorisk
for alla gymnasieelever.

Totalt omfattade undersékningen 55 elever jaimnt fordelade pa de tva gymnasieprogram-
men.

4.4 Forskningsetiska principer

Det finns fyra allmdnna huvudkrav som madste tas hinsyn till inom humanistisk-
samhéllsvetenskaplig forskning. Dessa krav beskrivs av Vetenskapsradet (1990) i
Forskningsetiska principer. Av skriften framgér att dessa krav dr informationskravet,
samtyckeskravet, konfidentialitetskravet och nyttjandekravet. Med informationskravet
menas att de som deltar i undersdkningen ska informeras om forskningens syfte samt vilka
villkor som géller for deras deltagande. De som deltar i undersokningen ska upplysas om
att deltagandet ar frivilligt och att de har rétt att avbryta sin medverkan. Deltagarna skall
ocksa informeras om att data som insamlas inte kommer att anvéndas till ndgot annat &n for
forskning. Samtyckeskravet gar ut pa att deltagaren sjélv ska ge ett samtycke till att delta.
Om deltagaren vill avbryta sitt deltagande ska detta accepteras av forskaren utan nagra pa-
tryckningar. Med konfidentialitetskravet menas att all information om deltagarna ska
forvaras pa sddant sitt att de inte kan identifieras av ndgon utomstaende. Nyttjandekravet
handlar om att de insamlade uppgifterna inte far anvéndas till ndgot annat dn forsknings-
andamal.

Niér vi genomforde var undersokning var vi noggranna med att informera alla deltagare om
ovanstdende krav och att folja de forskningsetiska principerna.

4.5 Genomforande

For att kontrollera om tiden for att 16sa uppgifterna (30 min) samt svarighetsgraden pa
uppgifterna var lagom genomfordes en pilotstudie innan den riktiga undersokningen. Patel
och Davidsson (1994) framhaéller att en pilotstudie behovs for att prova en teknik for att
samla information eller prova ett visst uppligg. En pilotstudie ska genomféras pa en
testgrupp som avspeglar den egentliga gruppens karaktér men i en mindre skala. Efter pilot-
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studien gjordes nagra enstaka fordndringar av testets layout. Vi insdg dessutom att det fanns
tidsutrymme for att kunna utoka testet med en uppgift (uppgift 6).

Insamling av data borjade vi genom att kontakta respektive klassldrare och bad om
godkdnnande for att genomfora undersokningen i deras klasser. Dérefter bestimdes tid och
plats. Nér det var dags for att samla in data beréttade vi for eleverna om vart arbete och hur
viktigt deras deltagande ar for var uppsats. Eleverna informerades om att det ar frivilligt att
deltaga samt att endast vi och vir handledare kommer att ha tillgang till deras 16sningar. Vi
klargjorde ocksa att elevernas larare skulle f4 se en sammanstillning av elevernas svar utan
mojlighet att identifiera enskilda elevers 16sningar. Slutligen stilldes en direkt fraga till
klassen om nigon ville avstd frdn att delta i var undersokning. Vi accepterade utan
patryckningar om nagon avstod frdn att gora testet eller ville avbryta under dess ging.
Eleverna arbetade enskilt med uppgifterna. De fick inte anvdnda minirdknare eftersom vi
ansag att det inte behovdes.

4.6 Bearbetning av insamlat datamaterial

Efter respektive insamling av data, som har skett vid tre tillfdllen, sammanstilldes och
analyserades elevernas 10sningar uppgift for uppgift. Dérefter kategoriserades l0sningarna
beroende pa elevernas olika sétt att svara pa uppgifterna. Analysen av den andra och tredje
insamlingen av data gav inte upphov till ndgra nya kategorier. Vi har kontaktat respektive
klass matematiklarare for att fa ta del av deras tolkning av sammanstillningen av deras
elevers 16sningar. Lérarnas uppfattningar kommer att komplettera var analys av 16sningarna
for att 6ka kvalitén och validera vér tolkning.

Eftersom frigestillningarna dr: "hur gér elever som ldser matematik A tillviga for att over-
sitta en textuppgift till det algebraiska spréket?”” samt “’vilka typer av svarigheter har elever
nir de Oversitter fran text till algebraiskt uttryck?” behandlas elevernas 16sningar som en
datamingd. Resultatet av undersokningen sattes ihop till en sammanfattning dér alla 16s-
ningar till varje uppgift redovisas med hjélp av de kategorier vi funnit. Vi har inte for avsikt
att jamfora olika klasser utan att som en helhet lyfta fram elevernas sitt att tinka.
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5 RESULTAT

Elevernas losningar (55 st) pa respektive uppgift delas in i olika kategorier beroende pa hur
eleverna gatt tillvdga for att Oversitta uppgiften till algebraiskt uttryck. I varje kategori
analyseras elevernas val av metoder for att 10sa uppgiften. For att askadliggora hur vanligt
forekommande en l0sning &r anges antal 16sningar i varje kategori inom parentes. Dér
felaktigt svar forekommer forsoker vi analysera vilka svarigheter eleverna har med oversét-
tningen. Vi analyserar elevernas l6sningar med hjilp av litteraturstudien och for att
sakerhetsstélla kvalitén pa analysen anvidnder vi oss av matematikldrarnas tankar om
elevernas 16sningar.

5.1 Uppgift1

Skriv som en likhet: x dr 200 mer dn y.

Svar:

53 elever angav svar pa uppgiften. Losningarna delas in i foljande fem kategorier:
1. Korrekt dverséttning/16sning (26 16sningar)

a) x=y+200 (19)
b) x=200+y (1)
c) y+200=x 3)
d) y=x-200 3)

En direkt dversdttning av uppgiften ger ekvationen x = 200 + y som endast en elev har
angivit som svar. | detta fall maste eleven ha en forstdelse for att “dr” Oversitts till
likhetstecken och mer dn Oversitts till additionstecken. En direkt dversittning av den hér
uppgiften kréver inte att en elev forstar vilken variabel som é&r storst. I konstruktion a) — ¢)
kan eleverna Oversitta orden korrekt till matematiska symboler. I konstruktion d), som
ndgra enstaka elever har angivit, forknippas inte “mer dn” med additionstecknet som det
oftast gor. I uppgiften ar skillnaden (200) given. En skillnad brukar forknippas med
subtraktion. For elever som har arbetat mycket med uppgifter dir skillnaden &r given kan
det vara naturligt att svara med konstruktion d). Ord som mer dn brukar direkt oversittas av
eleverna till addition utan att nirmare granska uppgiftens innehall (Malmer, 1990). Det
vanligaste svaret pd uppgiften dr formulerat enligt konstruktion a). Anledningen till att
eleverna inte gor en direkt oversittning ar att med uttrycket mer dn ar det underforstatt att x
och y forst tolkas som lika stora tal. Dérefter adderas 200 till y for att berdkna x (Malmer,
1990). En annan orsak till elevernas svar enligt konstruktion a) &r att bade ldrobok och
matematikldrare betonar att ett matematiskt uttryck ska skrivas i en bestdmd f6ljd. Termer
som innehdller variabler skrivs forst och dérefter skrivs en konstant. Detta kan ses i
konstruktion @), ¢) och d). Matematikldrarnas tolkning av ldsningarna stimmer &verens
med var analys.
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2. Missuppfattning av vilken variabel som ér storst (10 16sningar)

a) y=200+x (8)
b) x=y-200 2)

En av svérigheterna for eleverna med uppgiften dr enligt Skolverket (2006) att forsta vilken
variabel som &r storst. Bade a) och b) visar enligt var tolkning att eleverna har miss-
uppfattat vilken variabel som &r storst. De har inte forstétt textens innebord vilket leder till
en felaktig Oversittning. En elev kommenterade sitt svar enligt a) pa foljande sétt: “x dr ju
200 mindre dn y”. Elevens kommentar visar tydligt att texten har missuppfattats. Enligt en
av matematiklirarna ar det vanligt forekommande att elever har svart att uppfatta vilken
variabel som dr storst i ett givet samband.

3. Addition forvixlas med multiplikation (9 16sningar)

a) x=200y (%)
b) y=200x (4)

Skolverket (2006) anger att en vanlig feltolkning av 200 “mer dn” var 200 “gdanger mer”. 1
a) har eleverna klart for sig vilken variabel som dr storst men kan inte dversdtta “mer dn”
till korrekt symbol. Av skolverkets rapport framgér att ett vanligt svarsalternativ dr det som
anges i b). Hér framgar det att eleverna har bade svarigheter med Overséttningen samt att
forsta vilken variabel som é&r storst.

4. Tillrackligt att prova med ett tal istéllet for en bokstav (5 16sningar)

a) x =300,y =500 — 300+ 200 = 500 (4)
b) 401 =201 (1)

x och y anvénds inte for att utfora berdkningar utan ersitts istillet av tal. Enligt Persson
(2005) befinner sig dessa elever pa niva 2 av 5 i utvecklingen av formaga att arbeta med det
algebraiska symbolspraket. Detta tolkar vi som att de inte ser ndgon mening med att rikna
med bokstdver. Det ar tillrackligt att prova med endast ett tal for respektive bokstav. I a)
framgér det igen att eleverna missuppfattar vilken variabel som &r storst. I b) ar det inte
forklarat vilken variabel som motsvarar vilket tal. Det framgéar dven att eleverna inte forstar
innebdrden av likhetstecknets betydelse. Har anvénds symbolen pa ett icke-konventionellt
satt dd 401 anges vara lika mycket som 201. Liknande svarsalternativ beskrivs i Skol-
verkets resultatredovisning (Skolverket, 2006).

5. Ovrigt (3 1dsningar)

a) y=x (2)
b) x=200—y (1)
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5.2 Uppgift 2

Skriv en ekvation ddr du anvinder variablerna S och P for att beteckna foljande pdstdaende:
” Det finns sex ganger sda mdnga studenter som professorer pd ett universitet.” Anvind S
for antalet studenter och P for antalet professorer.

49 elever angav svar pa uppgiften. Losningarna delas in i f6ljande fyra kategorier:

1. Korrekt dversittning/l16sning (27 16sningar)

a) S = 6P (23)
S

b =P 3)

) 6-P (1)

I den hir kategorin har eleverna forstatt att uppgiften handlar om ett omvént samband vilket
innebdr att det inte gar att Oversitta ord for ord. Enligt Bergsten m.fl. (1997) har de elever
som 16st uppgiften korrekt lyckats géra om texten till ett eget sprék vilket medfor att de inte
blir lurade av ordféljden. En elev i var undersokning motiverade sin Oversittning enligt a)
med foljande: ”Om det dr 6 gdnger fler studenter sa multiplicerar man med P med 6 och
far fram S.”. Eleven Oversitter “sex gdnger sa manga” till "6 gdnger fler”. Tolkningen
som eleven gor underlttar Gverséttningen till det algebraiska symbolspraket. 1 b)
konstruerar eleverna svaret som en omvind proportionalitet. En av matematikldrarna
forklarar detta svar med att eleverna har blivit “inspirerade” av nyligen genomgéngna
moment i matematik A. Konstruktion ¢) &ar ett uttryck istéllet for en ekvation som
efterfrdgas 1 uppgiften. Eleven fortydligar sin 16sning med kommentaren: Studenterna dr
sex gdnger fler dn professorerna, som ar en korrekt tolkning av texten.

2. Omvint samband (12 16sningar)
a) P=6S (10)

b - @

Enligt Bergsten m.fl. (1997) &r det vanligt forekommande att elever svarar med det
omvinda sambandet. I var undersokning dr det 20 % av eleverna som anger ett sadant
samband. Det kan tolkas som att eleverna inte gick i den “sprakliga fdllan™ i lika stor
utstrackning som det antyds av Bergsten m.fl. (1997). Losningar i kategori a) dr exempel pa
direkt overséttning fran text till en felaktig ekvation. Spraket lurar ldsaren genom att ge
upphov till felaktiga associationer vid Oversittning till matematisk modell (Grenmo,
1999b).
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3. Tillrackligt att prova med ett tal istdllet for en bokstav (1 10sning)

S=600,P=100 (1)

Har undviker eleven att anvinda bokstdverna. Istillet ersétts S och P av tal vilket tyder pa
att eleven saknar en vil utvecklad forméga att hantera bokstavssymboler. Enligt Persson
(2005) befinner sig eleven pa niva 2 som innebar att: ”Det dr tillrdckligt att prova med ett
tal istdllet for bokstaven.” (Se kap. 2.5). Denna elev undviker ocksé att skriva en ekvation
vilket kan tyda pé att bokstidverna saknar mening for eleven. Losningen visar att eleven har
tolkat det omvénda sambandet korrekt.

4. Ovrigt (9 16sningar)

a) S=P° ) d S=P-2 (1)
b) 6-P-S (3) e) S=x+6+P+x (1)
) P-6=S (2

Enligt matematikldrarna kan @) forklaras med att eleverna har péverkats av tidigare
genomgangen potensridkning. Dessa elever kan ha missuppfattat skillnaden mellan “ett tal
sex gdnger sig sjdalv” och “sex gdnger ett tal”. 1 d) framgar att eleverna har forstatt fran
uppgiften att det ar fler studenter dn professorer pa universitetet. Eleverna har inte lurats av
det omvidnda sambandet. Enligt véar tolkning kan eleven antingen last fel eller skrivit fel i
frdga om hur manga génger fler studenter dn professorer som finns pa universitetet.

5.3 Uppgift 3

Hur ldng tid det tar att steka en lammstek beror pd stekens vikt. I en kokbok star det
att man skall ldta steken std i ugnen 25 minuter for varje kilo den viger plus 20 minuter.

Losningarna pa uppgiftens delfrdgor analyseras (se bilaga 1) i tur och ordning.
a. Vilka dr de okdnda storheterna (variablerna) i situationen?

45 elever svarade pa fraga a. 10 elever har avstatt fran att forsoka 16sa deluppgiften. Detta
ar en stor andel av urvalsgruppen. Anledningen till att ménga avstétt kan bero pa att elev-
erna inte forstdr de matematiska orden: storheterna respektive variablerna. Dessa ord an-
vands naturligt av matematiklarare samtidigt som manga elever inte forstar ordens innebdrd
(Olteanu 2000). Vid insamling av data uppmirksammades att flera elever reagerade pa de
tidigare diskuterade orden. Eleverna forsokte fraga oss vad orden betyder. Eleverna forstar
inte alltid de matematiska orden konstaterar deras matematiklérare.
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Losningarna delas in i fyra kategorier:
1. Korrekt dversittning/l16sning (18 16sningar)

Korrekta storheter: vikt och tid (18)

2. Korrekt men inte fullstindig 6verséttning/16sning (20 16sningar)

a) Vikten (19)
b) Tiden (1)

Enligt Grenmo (1999a) kan elever missuppfatta en textuppgifts innehéll. Missuppfat-
tningen beror pa textens formulering som kan lura eleverna till att dra felaktiga slutsatser
Grenmo (1999b). I texten star det att det tar 25 minuter for varje kilo den véger plus 20
minuter. Elever kan uppfatta att tiden &r en kénd storhet eftersom den anges i texten. Dérfor
har, enligt var tolkning, ménga elever endast angivit vikten som en okénd storhet.

3. Forklaring med mening eller ord (4 16sningar)

a) "Det ska sta 20 min till for varje kilo” 2)
b) Vikt och temp i ugnen (1)
¢) Ytan och tjockleken (1)

I @) drar eleverna en felaktig slutsats. Spraket har aterigen forvirrat eleverna. Har menar
eleverna att det tar 45 minuter for varje kilo. De har missuppfattat ”25 minuter for varje
kilo plus 20 minuter”. Plus 20 minuter ska inte uppfattas som att det syftar tillbaka pa
“varje kilo”. For att undvika den felaktiga Oversittningen ar det viktigt att eleverna kan
gora om texten till ett eget sprak (Bergsten m.fl., 1997). I b) och ¢) relaterar eleverna
uppgiften till vardagliga erfarenheter. Darfor anger de, enligt var tolkning, temperatur i
ugnen, ytan och tjockleken som okénda storheter.

4. Ovrigt (3 16sningar)
a)kg-m-h (D)
b) x=25+20 (2)

I deluppgift a. efterfragas de okinda storheterna. Eleverna som anger 16sning enligt b) utgér
frén det som &r ként 1 uppgiften.
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b. Bestim vilka bokstiver som du/ni vill anvinda som symboler for storheterna.
Skriv ner ett uttryck med bokstavssymboler som gor att ni kan berdkna stektiden
for en lammstek.

46 elever svarade pé fraga b. Losningarna delas in i nedanstaende kategorier:
1. Korrekt samband (17 16sningar)

a) y = 25x + 20 med forklaring av variabler (14)
b) y = 25x + 20 utan forklaring 3)

2. Korrekt men inte fullstindigt samband (9 16sningar)

a) 25x + 20 (= tid 1 ugnen), x = vikten (1)
b) 25x + 20, x = vikten (4)
¢) 25x + 20, utan forklaring (4)

I denna kategori formulerar eleverna ett uttryck som innehéller bara den ena okinda
storheten. Uttrycken som eleverna anger dr underfOrstatt att representera tiden da det i
uppgiften fragas efter detta. Matematikldrarna berdttade att eleverna ofta kan utfora
berdkningar med en variabel. Diremot uppfattas uttryck med tvd variabler som mer
komplicerade. Lérarna berdttade ocksé att eleverna har léttare for att formulera ett uttryck
an att stilla upp en ekvation eller formel.

3. Variabel placerad vid fel konstant (5 16sningar)

a)y=25+20x 4)
b) 25 + 20y, y = vikt (1)

Eleverna har missuppfattat “steken std i ugnen 25 minuter for varje kilo den viger plus 20
minuter” 1 a) och b) har eleverna tolkat meningens innehall som att steken ska std 20
minuter for varje kilo plus 25 minuter. De har tolkat meningen tvértom.

4. Ovrigt (15 16sningar)

a) Forklaring for bokstdver men uttryck saknas (7
b) x + yz, forklaring saknas 3)
c) h=25mkg + 20m (1)
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d) kg = (kx25)+20 (2)
e) x kg =y min (1)
f) x och y, uttryck saknas (1)

I ¢) anvédnder eleven sig av forkortningar for enheter. Detta paminner om synkoperad
algebra som beskrivs i bakgrunden. Eleven uppméarksammar dock inte att tiden i uttrycket
ar angivet i1 olika enheter. Enligt var tolkning star / for timmar och m for minuter.

c. Hur lang tid tar det att steka en lammstek pa 2 kg? Hur lang tid tar det med en
stek pa 3,2 kg?

49 elever besvarade fraga c¢. Det ar nagra fler 4n de som forsokt 16sa foregdende
deluppgifter. Detta kan bero pa att uppgiften gé att I6sa utan anvéndning av det algebraiska
spraket. Deluppgifterna a. och b. leder fram till en ekvation som inte alla elever anvinder
sigavic.

Losningarna delas in i tre kategorier:
1. Sambandet fran deluppgift b. anvinds (28 16sningar)

a) Anviander korrekt samband (24)
b) Anvander felaktigt samband 4)

2. Algebraiskt samband anvénds inte (14 16sningar)

Eftersom 25-2 =50 sd blir det 50+ 20 =70 (14)
Eftersom 25-3,2 =80 sd blir det 80 + 20 =100

14 av 49 elever l6ser deluppgift c. genom numerisk rakning. Enligt var tolkning, som stdds
av matematikldrarna, viljer eleverna att I6sa en uppgift utan anvindande av det algebraiska
spréket. Det &r naturligt for eleverna att vilja ett sitt som de dr mer bekanta med.

3. Endast svar (7 l6sningar)

a) Korrekt svar (4)
b) Felaktigt svar 3)
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5.4 Uppgift 4

Gustav har dubbelt sa mdanga bocker som Bertil. Carl har sex bocker fler dn Bertil. Om
Bertil har x bocker, vilket av svarsalternativen motsvarar det totala antalet bocker som de
tre pojkarna har?

A)3x+6 B)3x+8 C)4x+6 D)5x+6 E)8x+2
(12 st) (4 st) (26 st) (2 st) (1 st)

45 elever har angivit svar pa uppgiften. Av dessa har 16 elever valt ett svarsalternativ utan
att ange nadgon motivering. De flesta av de elever som angett 4) har skrivit att Carl har 6
bocker istéllet for (x + 6) bocker. Pa s& vis forlorar de ett x i berdkningen. En elev som
angav alternativ B) motiverade sitt svar med att: “Bertil har x bocker, Carl (x + 6) bocker
och Gustav har (x + 2) bocker. Eleven har tolkat “dubbelt sa mdanga” som “tvd fler dn”.
Héar har det antingen blivit en missuppfattning med orden eller fel vid Oversittningen.
Svarsalternativ C) motiverades pa foljande sitt av en elev: “Gustav 4 bécker, Bertil 2, Carl
8.”. Eleven har forstatt texten, men istdllet for att stilla upp ett algebraiskt uttryck ersétts x
med talet 2. Detta betyder att forst maste eleven berdkna numeriskt hur manga bdcker de tre
har tillsammans. Dérefter maste x ersittas med 2 i alla de fem svarsalternativen for att
eleven sedan ska kunna avgora vilket alternativ som ar korrekt. Om inga svarsalternativ
funnits hade eleven endast kunnat ange att det sammanlagt &r 14 bocker. Detta dr ingen
generell 16sning och tyder ater igen pa att elevens befinner sig pa nivd 2 som beskrivs av
Persson (2005).

5.5 Uppgift 5

Vilket tal ska std istdllet for fragetecknet sd att resultatet i sista rutan stammer?

Dividera Dividera
med 2 " med3

» » Multiplicera talet |
30 Addera 1 med sig sjalv

A4)18 B)24 C)30 D)40 E)42

49 eclever forsokte losa uppgiften. 2 elever gav egna svarsalternativ. En elev angav
svarsalternativ C) utan motivering. 46 elever angav det korrekta svarsalternativet, D). Tre
olika vdgar forekom for att na fram till det korrekta svarsalternativet:
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a) Testade sig fram med de olika svarsalternativen (31)
b) Utgick fran 50, och rdknade ”slingan” baklanges till fragetecknet 9
¢) Angav endast svar pa uppgiften (6)

Exempel pa kommentarer som elever har givit nir de har 16st uppgiften enligt b) dr:

- Jag rdknade baklénges och inverterade tecknen. Ex. + bli —, - blir x/y
- Man viénder helt enkelt pa ekvationen for att f& fram svaret.

- Addera — dra ifran. Ett tal gdnger sig sjdlvt — upphdjt till tva, som baklinges &4r roten
ur.

Utan angivna svarsalternativ kan uppgiften 16sas pé tva sitt: antingen kan en ekvation stillas
upp och losas eller utfora berdkningar som i b). Ingen av eleverna anvinde sig av metoden
att stdlla upp en ekvation och 16sa den. Eleverna forsoker hdr undvika att rikna med
bokstéver. Det hade varit intressant att veta hur eleverna i @) hade gétt tillviaga for att 16sa
uppgiften om svarsalternativ saknats. Hade fler elever avstatt fran att forsoka 16sa uppgiften?
Matematikldrarna trodde att farre elever hade forsokt 16sa uppgiften om svarsalternativ
saknats. Lararna forklarade att elever forsoker 10sa uppgiften pa det littaste séttet. Det dr
lattare att prova sig fram an att stélla upp en ekvation. Om eleverna inte fatt angivna svars-
alternativ hade en del, men langt ifrén alla, i a) stéllt upp en ekvation, enligt deras larare.

5.6 Uppgift 6

I en "funktionsmaskin” matas positiva heltal in och genomgar féljande “behandling”:

1. Talet multipliceras med 15. 5. Produkten minskas med 2.
2. Produkten minskas med 5. 6. Differensen divideras med 3.
3. Differensen divideras med 5. 7. Slutligen adderas 4 till kvoten.

4. Kvoten multipliceras med 10.

Beskriv vad som hdnder i maskinen steg for steg, dels for ett positivt heltal, dels for ett
godtyckligt heltal n.

35 elever svarade pd uppgiften. Av de 20 elever som inte svarade pa uppgiften skrev en
elev foljande kommentar: "Jag vet inte vad kvot och differens eller natt sdnt betyder
sry...”. Enligt Olteanu (2000) &r det vl ként att elever kan ha svért att forsta en text som
innehaller matematiska uttryck. Om eleverna inte forstdr de matematiska termerna kan de
inte gora en korrekt oversittning frén text till symboluttryck.

Losningarna delas in i fem kategorier.
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1. Korrekt dverséttning/16sning med slutsatser (2 19sningar)

a) Borjar med 2, slutar med 20. Borjar med n, slutar med 10n. Drar slutsats (1 st)

b) Borjar med n, slutar med 10n. Drar slutsats (1 st)

Eleven som angav 16sning a) drar slutsatsen att “Alla heltal som stoppas in i maskinen
multipliceras med 10”. 1 b) motiverades 16sningen med att “Till slut dr talet tio ganger
storre”. Dessa elever ser sambandet mellan den numeriska och symboliska uttrycksformen
och forstdar vad som hidnder med ett tal/bokstav i funktionsmaskinen. Av elevernas
kommentarer framgar att de ser monster i berdkningarna och kan dra generella slutsatser.
Deras sitt att hantera berdkningar och drar slutsatser tyder pa att de kan arbeta med och
véxla mellan de olika uttrycksformerna som Bergsten m.fl. (1997) beskriver.

2. Berdkningar med ett tal och med ”n” (6 16sningar)

a) korrekt 16sning med ett tal men felaktig med ”n” (2 st)
b) felaktig 16sning med tal och med “n” (4 st)

Att utféra numeriska berékningar tycks inte vara nigra problem for eleverna. De fel som
intrdffat vid dessa berdkningar beror pa felaktig huvudrikning da eleverna exempelvis

anger att: % =19 och ? = 9. De felaktiga berdkningarna tyder pa bristande kunskaper i

de grundlidggande rikneoperationerna. Eftersom rikneoperationerna dr en del av det
algebraiska tdnkandet (Olteanu 2000) blir det svart for eleverna att rdkna med ”n”.

3. Berdkningar endast med ett tal (7 16sningar)

a) Korrekt genomforda berdkningar med ett tal (4 st)
b) Raknefel 1 berdkningar med ett tal (3 st)

Dessa elever 1oser bara en del av uppgiften. De genomfor inte berdkningar med ett
godtyckligt heltal n. Vid insamling av data forstod vi att "godtyckligt heltal n” var ett svart
begrepp da eleverna bad om forklaring av detta. Enligt Grenmo (1999a) har elever ofta
svart att lasa uppgifter sa att de forstdr dem. En bekriftelse pa detta ar att en av eleverna
kommenterar uppgiften med “Jag forstdr inte fragan”.
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4. Felaktig berdkning med ’n” (10 16sningar)
n-15-5/5-10-2/3+4 (10 st)

I denna kategori har samtliga elever klarat av att Oversitta de matematiska orden till
motsvarande korrekta symboler. Déremot har eleverna svarigheter med att forenkla
uttrycken korrekt. Orsaken till detta kan vara att de har bristande forstaelse for priori-
teringsregler samt svarigheter med att forstd en bokstavs mening. I I6sningen ovan har
eleverna inte skrivit ut parenteser vilket krévs for att fa ett korrekt uttryck. De elever som
har forsokt forenkla uttrycket anger att n-15-5 =10n. Detta visar att eleverna raknar sub-
traktion fore multiplikation (Olteanu 2000). Eleverna bryter hér mot prioriteringsreglerna.

5. Ovrigt (10 Idsningar)

a) Skriver om alla steg men med egna ord (3 st)
b) Inspireras av foregaende uppgift (2 st)
¢) Infor extra variabel (2 st)
d) "n” far en ny innebord i varje steg (3 st)

Resultatet av analysen av elevernas losningar har gett upphov till kategorier som visar
generella monster i1 elevers tillvigagangssitt vid dverséttning av uppgifter. I analysen har
l6sningarna dven relaterats till litteraturstudien. Avslutningsvis kommer uppsatsens frage-
stillningar att diskuteras med hjélp av litteraturstudien, den genomforda undersdkningen
och egna reflektioner.
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6 DISKUSSION

Kapitlet delas in i tva delar, i den forsta diskuteras och kritiskt granskas undersoknings-
metoden, i den andra diskuteras resultatet. I resultatdiskussionen redovisas varje frage-
stallning for sig. Resultatdiskussionen avslutas med véra egna reflektioner 6ver hur vi som
larare kan underlétta elevernas forstaelse for algebra.

6.1 Metoddiskussion

De uppgifter som valdes till var undersokning kan delas in i tvd grupper, men uppgifterna
inom respektive grupp har en viss variation. Variationen innebaér att eleverna behdver dndra
sitt tillvigagéngssitt nir de overgar fran en uppgift till en annan. Denna variation bidrar till
att ge oss en rik och nyanserad bild av hur elever oversitter uppgifter med hjilp av algebra.

Pilotstudien tydde pa att uppgifterna var for fa och enkla eftersom deltagarna 16ste dem pa
kort tid och gav korrekta svar pa samtliga uppgifter. P4 grund av detta resultat utdkades
testet med en uppgift. Resultatet av pilotstudien visade sig vara nagot missvisande. Testets
svarighetsgrad var lagom for undersokningsgruppen enligt undersdkningens resultat, bort-
sett fran sista uppgiften som var nigot for svar. Efter att vi analyserat data kontaktade vi
klassernas matematiklérare for att validera vér analys.

I en klass avstod mer dn hélften av eleverna fran att delta i undersdkningen. Bortfallet kan
bero pa att vi tydliggjorde de forskningsetiska principerna och darmed understrok det
frivilliga deltagandet. En annan faktor som kan ha paverkat var att de elever som inte ville
delta fick, enligt deras ldrare, lamna klassrummet for fortsatt arbete i matematikboken. Vi
befarade att endast de duktiga eleverna deltog i undersokningen men klassens matematik-
larare forsédkrade oss om att de elever som deltog befanns sig pa olika kunskapsnivaer inom
matematik. Vid insamling av data i de andra klasserna deltog samtliga elever i under-
sokningen. I en av dessa klasser kan kvalitén pa elevernas 10sningar av sista uppgift ha
paverkats. En anledning till detta &r att lararen efter halva undersokningstiden skrev pé
tavlan att eleverna fick ta rast ndr de l&dmnat in testet.

Vi anser oss kunna dra generella slutsatser av undersdkningens resultat eftersom det stods
av skolverkets analyser, olika forskares resultat samt de intervjuade matematiklérarnas
kommentarer. Kanske skulle ytterligare kategorier kunna “dyka upp” om fler elever med
olika inriktningar deltagit i undersokningen, men de kategorier som framkommit ar rimligt-
vis giltiga och intressanta rent generellt.

6.2 Resultatdiskussion

Resultatdiskussionen delas in i tre delar, dédr de tva forsta utgar frin uppsatsens fragestal-
Iningar. I den tredje delen beskrivs didaktiska konsekvenser av vir undersokning for oss
som lérare.

Var forsta fragestillning var: Hur gdr elever som ldser matematik A tillvéiiga for att
oversdtta en textuppgift till det algebraiska spraket?
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I alla uppgifterna forekommer det flera olika sitt att gé tillviga for att Oversatta uppgiften.
Av resultaten drar vi slutsatsen att eleverna formulerar om uppgifterna till eget sprak och
dérefter sker overséttning till det algebraiska spraket. Eftersom eleverna befinner sig pa
olika sprékliga och kognitiva utvecklingsnivéer skiljs deras oversittningar at. Beroende pé
vilken nivé eleven befinner sig blir Oversdttningen mer eller mindre korrekt. For att
eleverna ska kunna gora en korrekt dverséttning kriavs dven att de kdnner sig bekvima med
det algebraiska spraket. Om eleverna inte kan det algebraiska spréket tillrdckligt vél
“angriper” de uppgifterna med hjdlp av aritmetik och l6ser hela uppgifterna numeriskt.
Elever som inte behirskar det algebraiska spraket ser inte ndgon mening med att rikna med
bokstidver och ndjer sig med att ersitta dem med tal (Persson, 2005). Losningarna avspeglar
i vissa fall nyligen genomgéngna moment i kursen, vilket dven bekréftas av klassernas
matematikldrare. Ett exempel péd detta ar att eleverna relaterar “sex gdnger ett tal” till “ett
tal sex gdnger sig sjdlvt” vilket syftar pa att de kan ha blivit padverkade av tidigare dvningar
med potensriakning (se kap. 5.2, kategori 4).

Ett tillvigagingssitt att 10sa uppgifterna ar att eleverna Oversitter texten ord for ord till
symboler. Grenmo (1999b) och Bergsten m.fl. (1997) menar att direkt overséttning kan
leda till felaktigt symboluttryck. En uppgift som innehaller det “omvédnda sambandet” leder
till felaktig 16sning dé direkt dversittning anvénds (se kap 5.2).

Genom analys av resultatet, framfor allt uppgift 3 och 5, har vi kunnat se att elever valt att
16sa uppgifter med hjélp av numeriska berdkningar, vilket innebdr att de utgdr fran de
kénda talen. Var tolkning dr att elever litar mer pa sina numeriska berdkningar &n pa berak-
ningar med bokstéver och darfor undviker att 16sa uppgifter med hjélp av symboluttryck.

Var andra fragestéllning var: Vilka typer av svarigheter har elever ndr de oversdtter frdn
text till algebraiskt uttryck?

Enligt resultatet av undersokningen forstér elever ord som dividera, multiplicera, addera
och subtrahera. Nigon enstaka elev forknippar dock inte dessa ord med motsvarande
matematiska tecken. Uttryck som “mer dn”, “gdnger sa mdnga”, storheter, variabler,
“dubbelt sa manga”, “fler dn” samt “godtyckligt heltal” hindrade enligt var tolkning
elever fran att gora en korrekt overséttning. Det dr inte bara orden/uttrycken i sig som
forsvarar utan dven sjilva sittet som uppgiften dr formulerad pé. Ett exempel pa detta ar
uppgift 2 i testet (se kap 5.2).

I 16sningar forekommer ridknefel som tyder pa bristande fardigheter i aritmetik. Vi har
uppmirksammat att grundldggande rikneoperationerna kan orsaka svarigheter nér elever

5n—5=3n_5

ska forenkla algebraiska uttryck. I losningarna finns forenklingar som

S5n-5

istéllet for det korrekta ! =3n—1. Felet kan enligt var tolkning bero pa att elever inte

uppfattar den “osynliga parentesen” i tdljaren. En annan svérighet ar enligt vér tolkning
forstaelsen av likhetstecknets innebord. Detta framgér av 16sningar som t.ex 401 =201 eller
2:25=50+20="70(se kap 5.1 och 5.3). Berdkningar som 6#n-4 =24 tyder ocksa pé att
elever missuppfattar likhetstecknets betydelse men dven att bokstaven n saknar mening.
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Didaktiska konsekvenser

Genom arbetet med uppsatsen har vi fatt en béttre forstaelse for elevers tillvigagangssatt
nir de Oversitter och 16ser uppgifter fran text till algebra samt vilka svarigheter som ger
upphov till felaktiga 6versittningar. Vi anser att en central anledning till att elever inte gor
en korrekt dverséttning dr en bristande forstéelse for ord/mening i en text. For att undervisa
1 matematik behdver vi som ldrare vara medvetna om sprékets centrala betydelse. Att en
larare arbetar medvetet med sprak kan innebéra en stor vinst for ménga elever. Ett sadant
arbete gér ut pa att eleverna far tillfélle att uttrycka sina tankar med ord och att reflektera
och diskutera 16sningar. Det ska inte bara vara “’katederundervisning” och “tysta klasser”
nér vi undervisar.

For att elever ska kunna utveckla formégan till Gverséttning fran text till algebra behover de
mota och arbeta med uppgifter konstruerade pa olika sitt. (se kap 2.8). Om eleverna inte far
mota de olika uttrycksformerna och viéxla fritt mellan dem sé& kan Oversittning vara svart.
Elevers forméga att kunna Oversitta fran text till symboler beror pd sambandet och
samspelet mellan olika faktorer. For en korrekt overséttning fran en uttrycksform till en
annan krévs att elever har en vil utvecklad symbolkénsla och spraklig forstéelse.

Samtidigt som vi i detta arbete fokuserar pa Overséttningens betydelse i algebraunder-
visningen betraktar vi alla faser i den algebraiska cykeln som lika viktiga. For att eleverna
ska uppfatta undervisningen i algebra som meningsfull borde de ges tillfdlle att trdna péa alla
faserna: Oversitta texten till symboler, manipulera algebraiska utryck och tolka dem. Det
rader delade meningar om hur algebraisk forstaelse forhaller sig till fardigheter i algebra-
iska manipulationer. Resultatet av var undersdokning har ldrt oss att Perssons och
Wennstroms synsétt (Persson, 2005) pa hur elever skaffar sig kunskap inom algebra ar det
mest Overtygande. Enligt detta synsdtt sker inldrningen genom ett komplicerat véxel-
verkande mellan forstaelse och fardighet diar bada kréavs for att ett algebraiskt tinkande ska
kunna uppnés (Persson, 2005).

Ett sétt att underlétta och motivera elevers larande av algebra ar att lyfta fram vad algebra
ar: ett problemlosningsverktyg, generaliserad aritmetik, studium av relationer och studium
av struktur (se kap 2.5). Vi har ocksa insett att elever behdver fa tid till forstéelse och
reflektion nér vergdngen fran aritmetik till algebra sker. Detta kan vara avgdrande for att
elever ska kunna utveckla sina fardigheter inom algebra pé ett tillfredstéllande sétt. Enligt
Oltenau (2000) ar forstaelse av de olika rikneoperationer och deras egenskaper basen for
algebraiskt tinkande. Nér vi undervisar i algebra kommer vi att tinka p4 att associera varia-
bler och bokstaver till konkreta objekt. Vi har insett att Thompsons exempel med klossar
(se kap 2.4) ar ett bra sétt att introducera symboler for eleverna.

6.3 Slutord

Detta examensarbete har varit givande och berikande. Vi har fatt en djupare forstaelse for
och inblick i hur betydelsefull 6versittningsfasen dr i den algebraiska cykeln. Vi inser att
larare behdver arbeta medvetet med spraket inom matematik. Tysta klassrum” framjar det
“mekaniska” sittet att arbeta med algebraiska uttryck. Risken ar att forstdelsen blir ytlig
och eleverna blir omotiverade.
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Under arbetet med uppsatsen har vi insett att omradet vi borjat undersdka dr ganska brett
och det dok upp manga tankar och fragor. En sddan tanke ar att fordjupa sig i rekapitula-
tionstesen och dess applicering pa algebra. Maste elever ldra sig aritmetik innan algebra
eller kan inlarningen ske parallellt? I arskurs ett pd gymnasiet befinner sig eleverna, enligt
var erfarenhet och undersokningens resultat, pa olika nivéer inom algebra. Darfor skulle det
vara naturligt for larare att undersoka elevers aritmetiska fardigheter och hur de uppfattar
bokstiver, for att kunna mdta varje elev pd den nivd hon/han befinner sig. Hur ar det
egentligen med inldrning av algebra? Ar det en linjir process eller kan elever lira sig olika
delar separat for att senare kunna se samband mellan olika delar? Var och hur borjar elevers
algebraiska tidnkande att utvecklas? Vi funderar ocksa pa om och hur larare arbetar med
sprak for att underlitta forstdelsen av algebra. I vilken utstrickning fridmjar liromedel
algebraiskt tinkande? Aven liromedlens paverkan av elevers utveckling av algebraiskt
tdnkande tal att undersokas. Ar det si att liromedlen forsummar dversittningsfasen och att
detta styr lararens undervisning?

En fordjupning av detta examensarbete som vore intressant &r att anvinda samma test-
uppgifter for att fa fordjupad kunskap om elevers l6sningsstrategi med hjilp av intervjuer.
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BILAGA

Fran text till algebra )
Redovisa dina lésningar tydligt och skriv ner alla dina “tankesteg”. (Aven ddr
svarsalternativ finns.)

1. Skriv som en likhet: x 4r 200 mer 4n y.

Svar:

2. Skriv en ekvation dir du anvdnder variablerna S och P for att beteckna foljande
pastaende:
” Det finns sex ginger sd manga studenter som professorer pa ett universitet.” Anvand
S for antalet studenter och P for antalet professorer.



3. Hur lang tid det tar att steka en lammstek beror pé stekens vikt. I en kokbok stér det
att man skall 14ta steken sta i ugnen 25 minuter for varje kilo den véger plus 20
minuter.

a. Vilka &r de okénda storheterna (variablerna) i situationen?

b. Bestdm vilka bokstdver som du vill anvdnda som symboler for storheterna. Skriv
ner ett uttryck med bokstavssymboler som gor att du kan berdkna stektiden for en
lammstek.

c. Hur lang tid tar det att steka en lammstek pé 2 kg?
Hur léng tid tar det med en stek pa 3,2 kg?



4. Gustav har dubbelt sd manga bocker som Bertil. Carl har sex bocker fler 4n Bertil. Om
Bertil har x bocker, vilket av svarsalternativen motsvarar det totala antalet bocker som
de tre pojkarna har?

A)3x+6 B)3x+8 (C)4x+6 D)5x+6 E)8x+2

5. Vilket tal ska st istéllet for fragetecknet sa att resultatet i sista rutan stimmer?

Dividera Dividera
med 2 med 3

50 = Addera1 le—| Multiplicera talet |
med sig sjéalv

A)18 B)24 ()30 D)40 E)42



6. I en "funktionsmaskin’ matas positiva heltal in och genomgér f6ljande “behandling”:

Talet multipliceras med 15.
Produkten minskas med 5.
Differensen divideras med 5.
Kvoten multipliceras med 10.
Produkten minskas med 2.
Differensen divideras med 3.
Slutligen adderas 4 till kvoten.

Nk L —

Beskriv vad som hénder i maskinen steg for steg, dels for ett positivt heltal, dels for ett
godtyckligt heltal 7.



