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Forstaelse genom troskelbegrepp
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Sammanfattning:

| elevers stravan att utveckla forstaelse inom ett omrade blir vissa begrepp mer avgérande an
andra. Dessa begrepp kan bendmnas troskelbegrepp. De fungerar som en portal till ett
tidigare onabart och i borjan problematiskt satt att tinka om nagonting. De har en potential
att Oppna for forstaelse av hela omradet. Exempel pa troskelbegrepp &r funktion, gransvérde,
derivata och integral. I min avhandling har jag undersokt studenters begreppsuppfattningar
for dessa begrepp. Resultaten visar att studenterna tolkar den matematik de méter pa olika
satt, och att studenterna utnyttjar en dynamik mellan olika aspekter av sina
begreppsuppfattningar. Denna dynamik utgor en viktig del i utvecklingen av forstaelsen av
troskelbegreppen. Aven i grundskolans matematik finns troskelbegrepp, t.ex. brékbegreppet.
Kunskaper om dessa begrepp kan hjalpa oss att skapa goda larsituationer for eleverna.

Inledning

| studier av elevers begreppsuppfattningar fokuseras ofta elevers svarigheter och
missuppfattningar men det finns ocksa forskare som menar att dessa ofullstandiga eller
felaktiga uppfattningar utgdr en del av utvecklingsprocessen. Jag har i min forskning valt att
lyfta fram den potential som finns i elevers agerande ndr de moter ett matematiskt material.
Med det perspektiv jag har tagit vill jag visa hur elever anvander de begreppsuppfattningar de
har och hur de férmar utnyttja sina uppfattningar i ett matematiskt arbete. I min avhandling
”Algoritmiska, intuitiva och formella aspekter av matematiken i dynamiskt samspel — en
studie av hur studenter utnyttjar sina begreppsuppfattningar inom matematisk analys”
(Pettersson, 2008a, se aven Pettersson, 2009) visar jag hur universitetsstudenter valjer att
tolka det matematiska material de moter pa olika satt. Jag visar ocksa hur studenterna utnyttjar
en dynamik mellan olika aspekter av sina begreppsuppfattningar. Avhandlingen innefattar tva
delstudier dar studenternas forstaelse av begreppen funktion, gransvarde, derivata och integral
studeras.

Troskelbegrepp

| elevers och studenters arbete med att skapa forstaelse for den matematik de arbetar med blir
vissa begrepp mer avgorande &n andra. Meyer och Land (2003) har inom ramen for ett
brittiskt forskningsprojekt introducerat bendmningen trdskelbegrepp (“threshold concepts™)
for sadana begrepp. Dessa begrepp kan fungera som en portal till ett i bérjan problematiskt
satt att tanka om nagonting. Troskelbegrepp &r ofta svara att lara men nar man val kommit
over troskeln oppnar sig helt nya mojligheter. Det handlar inte bara om en ny forstaelse for
sjalva begreppet, forstaelse for troskelbegrepp 6ppnar upp for vidare larande och forstaelse av
hela omradet. Forstaelsen ger nya mojligheter och en ny syn pa hela det omrade dar begreppet
finns. Troskelbegrepp karaktdriseras av att vara transformativa, irreversibla och integrativa.
Detta innebar att forstaelse for troskelbegrepp ger ett forandrat synsatt (transformativt) och
nar detta antagits ar det svart att aterta det ursprungliga (irreversibelt). Forstaelse for
troskelbegreppen kan ocksa exponera tidigare dolda samband mellan begrepp inom omradet
(integrativt).



Troskelbegrepp har en potential att forandra studenters forstaelse av ett amnesinnehall.
Troskelbegrepp inom ett omrade ar ofta kopplade till varandra och till manga av omradets
ovriga begrepp. Genom att studera hur studenter uppfattar och anvéander troskelbegrepp inom
ett matematiskt omrade kan vi fa kunskaper om hur studenterna forstar omradets begreppsliga
innehall.

Utveckling av forstaelse

Inom matematikdidaktisk forskning har under flera decennier diskuterats hur matematisk
forstaelse ska definieras. Utgaende fran tidigare forskning har en modell for utveckling av
forstaelse skapats av Baroody, Feil och Johnson (2007). Redan pa 70-talet talade Skemp om
instrumentell och relationell forstaelse. Med instrumentell forstaelse avses att individen
endast vet hur nagot ska goras, relationell forstaelse innefattar bade att veta vad som ska goras
och varfor. P4 80-talet diskuterade Hiebert tvd olika kunskapstyper, procedurell och
konceptuell kunskap. Att ha procedurell kunskap innebér att ha kunskaper om regler och
procedurer medan den konceptuella kunskapen beskrivs som kunskap rik pa kopplingar, den
utgér en sammanhangande vav av kunskap. Dessa klassificeringar har diskuterats vidare
under 2000-talet av Star. Han menar att en béttre definition av konceptuell kunskap &r
kunskap om begrepp och principer. Med denna definition blir det mdgjligt att tala om
konceptuell kunskap aven nar denna ar ytlig och osammanhangande. Star menar ocksa att
aven den procedurella kunskapen kan vara rik och val sammanhangande.

Baroody, Feil och Johnsons (2007) modell bygger vidare pa Stars idéer. De beskriver
utveckling av kunskap och forstaelse som en process med start i osammanhangande och ytlig
procedurell kunskap samt i stort sett obefintlig konceptuell kunskap. Genom 0kad procedurell
och &ven konceptuell kunskap samt sammanfogande av dessa kunskaper har
utvecklingsprocessen ett mal dar bade den procedurella och den konceptuella kunskapen ar
rik och val sammanhangande samt dven rik pa kopplingar mellan dessa kunskapstyper.
Modellen innebar att procedurell och konceptuell kunskap stoder varandra i larprocessen.
Forstaelse definieras i linje med denna modell som innefattande bade procedurell och
konceptuell kunskap déar graden av forstaelse beror pa hur rika och vdl sammanhangande
dessa kunskaper ar.

Algoritmisk kontext och formell kontext

I min avhandling har jag studerat hur universitetsstudenter anvénder sina
begreppsuppfattningar (Pettersson, 2008a, en presentation finns dven i Pettersson, 2009). Det
visar sig att de gor olika tolkningar av det matematiska material de moter. | en delstudie har
studenter i borjan av sina matematikstudier inom hogskoleingenjérsutbildning intervjuats om
sina uppfattningar av begreppen grénsvérde och integral (Pettersson & Scheja, 2008). Dessa
studenters begreppsuppfattningar kan beskrivas som procedurinriktade. Studenterna ser sjalva
operationerna som definierande fér begreppen och de fa kopplingar som gérs mellan olika
begrepp bygger pa vad begreppen anvands till. Det algoritmiska sammanhanget ar
dominerande. Flera studier av andra forskare visar att en algoritmisk begreppsuppfattning ar
funktionell i det sammanhang déar dessa studenter befinner sig. Vi kan se dessa
begreppsuppfattningar som rimliga om vi antar att studenterna tolkat begreppen i en
algoritmisk kontext dar sjalva operationerna dar definierande egenskaper och bas for
forstaelsen. Men studien visar ocksa att genom impulser fran utmanande fragor kan &ven
andra tolkningar av begreppen 6ppnas for studenterna, forstaelsen kan vidareutvecklas genom
kontextskiften.



| den andra delstudien har studenter fran ett matematikprogram i grupp arbetat med en
utmanande uppgift (Pettersson, 2008b). Uppgiften behandlar begreppen funktion och derivata.
Hur méanga nollstéllen kan en funktion ha om man vet att n:te derivatan ar skild fran noll?
Dessa studenter som kommit lite langre i sin utbildning tolkar matematiken i en formell
kontext dar intuitiva idéer utgor viktiga inslag. De utnyttjar formella och intuitiva aspekter av
matematiken i ett dynamiskt samspel.

Transformation genom kontextskifte

De begrepp som studerats i min avhandling ar alla troskelbegrepp. Forstaelse for dessa
begrepp forandrar inte bara studentens uppfattning om sjalva begreppet, forstaelsen maojliggor
ocksa en forandring av studentens syn pa hela det matematiska omradet. Ingenjérsstudenterna
tolkade begreppen i en algoritmisk kontext men nar studenterna genom provocerande fragor
utmanas att tolka begreppen i en vidare kontext skapas nya mojligheter. Dessa kontextskiften
hédnger samman med troskelbegreppens transformativitet (Scheja & Pettersson, 2009) och
utgor en viktig del i utvecklingen av forstaelse av troskelbegreppen. Begreppsuppfattningarna
forandras och utvecklas nar begreppen kontextualiseras pa nya sétt. En formaga att véaxla
mellan olika tolkningar ar avgoérande for utvecklingen av forstaelsen. Dessa vaxlingar mellan
olika kontexter illustrerar troskelbegreppens transformativa egenskap. Transformationen
galler inte bara studenternas uppfattningar om begreppen. Kontextskiften skapar ocksa en
mojlighet for studenterna att narma sig amnets sprak, normer och praktiker. Forstaelse for
troskelbegreppen mojliggér en forandring av studenternas syn pa tankesatt och
handlingsnormer inom amnet.

Troskelbegrepp i grundskolans matematik

De troskelbegrepp som studerats i min avhandling moter eleverna framst i matematikstudier i
gymnasieskola och hdgskola/universitet. Men dven i grundskolans matematik finns begrepp
av denna karaktar, ett exempel ar brakbegreppet. Manga studier vittnar om att brakbegreppet
ar svart att lara, men med en forstaelse for brakbegreppet 6ppnas nya mojligheter till
forstaelse for flera av matematikens omraden (se t.ex. Runesson, 1999). Forstaelse for att ett
braktal kan skrivas pa oandligt manga satt och att brakstrecket inte har signalerar operationen
division innebar for manga elever ett stort steg fran ett vardagstankande till ett mer formellt
tankande. Ett brak maste ses som ett par av tal och samtidigt som en enskild kvantitet.
Dessutom maste eleven skapa forstaelse for relationen del - helhet. En forstaelse for
brakbegreppet ger aven redskap viktiga for forstaelse av algebraiska samband och
operationer. Elevens taluppfattning och forstaelse for talsystemet kan ocksa vidareutvecklas.

Flera intressanta fragor kan stéllas om troskelbegrepp inom matematik. Vilken roll har
troskelbegreppen i undervisningen? Vilka begrepp &ar av denna karaktar och vilka mojligheter
erbjuder de? Handlar mojligheterna om att just dessa begrepp krdver kontextvéxlingar av
genomgripande slag for att de ska forstas i matematisk mening? Genom att satsa pa att bygga
upp elevernas forstaelse for troskelbegrepp far vi vinster dven inom andra omraden. Om vi
som l&rare ar medvetna om troskelbegreppens egenskaper kan vi genom att satsa mycket kraft
pa forstaelse av dessa skapa mojligheter for eleverna att utveckla en god matematisk
forstaelse.
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