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Gud skapade de hela talen - allt annat är människoverk  
 
 
Maria Fahlgren  är lärare i matematik och matematikdidaktik vid Karlstads universitet. 
Thomas Martinsson  är lärare i matematik vid Karlstads universitet. 
 
Inledning 
Rubriken är ett citat som tillskrivs den tyske matematikern Leopold Kronecker (1823-1891). 
Med de hela talen menade han de tal som beskriver ett antal dvs. de positiva heltalen och 
kanske även talet 0. Däremot är bråktal och de negativa talen mänskliga konstruktioner.  
 
Föreläsningen har fokus på undervisning av bråktal och negativa tal i skolan. Den kommer att 
innehålla några nedslag i historien i olika delar av världen men också hur dagens matematiker 
ser på dessa begrepp. Det finns många paralleller mellan den historiska utvecklingen och 
utvecklingen av talbegreppet hos en elev. En stor skillnad är att det första tar hundratals år och 
det andra skall ske under några få skolår. Detta ställer stora krav på lämplig didaktik.  
 
Varje individs taluppfattning liksom den historiska utvecklingen börjar med talen 1, 2, 3 osv. 
Sedan byggs en allt djupare förståelse och man lär sig talens olika egenskaper som deras 
ordningsföljd, storleksförhållande att två fingrar plus tre fingrar är fem fingrar osv. osv. Så 
småningom lär man sig även, via upprepad addition, att multiplicera de positiva heltalen.   
 
Liksom Kronecker tar vi alltså allt detta för givet och skall bara kommentera en enda sak; 
önskan att alltid  kunna addera och multiplicera positiva heltal medför att det måste finnas 
oändligt många heltal. Det är en stor intellektuell bedrift att släppa tron på ett största heltal 
och acceptera att det finns oändligt många heltal.  
 
De positiva rationella talen 
Om man arbetar med positiva heltal så gäller alltså att man alltid kan addera och multiplicera 
två godtyckliga heltal men man kan inte alltid göra en subtraktion eller en division. För att 
klara detta måste man utvidga talbegreppet med de negativa respektive de rationella talen. Vi 
följer den historiska utvecklingen och börjar med de positiva rationella talen.  
 
Det matematiska problemet är att lösa problem av typen a * ? = b. Det finns en heltalslösning 
till  2 * ? = 10 men saknas till  4 * ? = 10.  Det senare problemet kan gälla att dela en bräda 
som är 10 dm lång i 4 lika delar. Den enklaste lösningen på problemet är kanske att gå över 
till en mindre måttenhet. Om vi mäter i centimeter så har vi 4*25=100. Skall vi dela bräden i 
8 delar så måste vi  gå över till millimeter.  Dessvärre fungerar det inte så bra om man vill 
dela brädan i 3 lika delar. Man får ingen exakt lösning även om man går över till oerhört små 
måttenheter som mikrometer eller nanometer. Men för praktiska problem kan man alltid få 
tillräcklig noggrannhet med lämpligt val av måttenhet. Detta angreppssätt är tanken bakom 
decimalbråk där man använder tiondelar, hundradelar  osv. tills man får exakt rätt svar eller en 
godtagbar noggrannhet. Bortsett från att decimalbråk sällan ger exakt svar så är de ganska 
lätta att lära sig och de flesta elever lär sig behärska räkning med decimaltal. 
 
Babylonerna som för flera tusen år sedan hade ett positionssystem för att beteckna tal använde 
denna metod. Eftersom de hade 60 som bas använde de 60-delar, 3600-delar etc. när de 
behövde delar av hela tal. Detta lever egendomligt nog kvar än i dag som minuter och 



sekunder som delar av timmar. Extra krångligt blir det när vi sedan blandar deras och vårt 
system och använder 10-delar, 100-delar etc. av sekunden om vi behöver högre noggrannhet.  
 
Egyptierna använde en annan metod. De använde bara 1/2, 1/3, 1/4, 1/5 etc. , så kallade 
stambråk, och summor av dessa. För stambråken hade man en särskild beteckning.  För att få 
ett svar till 2 delat med 5 så gällde det att hitta en summa av stambråk som gav detta. De skrev 
t.ex. 2/5 som 1/3 + 1/15. Det finns många andra kombinationer som också ger 2/5 t.ex. 
1/4+1/7+1/140. Det finns allmänna metoder för att hitta någon lösning men de ger ofta 
klumpiga lösningar och egyptierna hittade på något vis oftast enklare lösningar.  Deras sätt att 
angripa bråkproblem var komplicerade men gav alltid exakt svar. 
 
Dagens sätt att lösa problemet 4 * ? = 10 är att bilda ett nytt tal som helt enkelt betecknas 
10/4. Observera att därigenom får bråkstrecket en ny betydelse utöver att beteckna 
operationen division.  En annan svårighet är att 2 * ? = 5 bör ha samma svar dvs. att 10/4 skall 
vara lika med 5/2. I undervisning löser vi olika konkreta problem för att motivera detta. T.ex. 
att dela en 10 dm lång bräda i fyra delar ger samma längd som att först halvera och sedan åter 
halvera den 5 dm långa delen. Detta ställer även till besvär när man skall göra en korrekt 
matematisk konstruktion av de rationella talen. En annan svårighet är att reglerna för hur man 
räknar med bråktal är krångliga att förstå och lära sig. Här är det viktigt att klargöra att ett 
bråktal förekommer i olika sammanhang, inte bara som ett tal på tallinjen utan som t.ex. en 
andel utav något. Viktigt är också att noga klargöra vad ett bråktals olika delar betyder. Då 
kan man lämpligtvis, som i många andra sammanhang, titta på ordens ursprungliga betydelse. 
Antalet bråkdelar förtäljs av täljaren medan nämnaren anger bråkets namn.  
 
 
De negativa talen 
Tidigast kända beskrivning av negativa tal är i Jiu zhang suan-shu (Nio kapitel i matematik) 
från Han-Dynastin i Kina (202 f. Kr. – 202 e. Kr.) En lustig detalj är att där använde man röda 
räknestavar för att beteckna positiva tal och svarta för de negativa talen. Lite senare dök 
negativa tal upp i Indien och troligen har de negativa talen via araberna kommit till västlandet. 
Man kan inte alltid göra en subtraktion av positiva rationella tal dvs. vad skulle lösa 
problemet  a + ? = b. Detta har ingen lösning om a är större än  b. Om lösning saknas så 
brukar man  formulera om frågan till b + ?  = a. Exempelvis om b är intäkten och a är 
kostnaden och man vill beräkna vinsten. Om då intäkten är mindre än kostnaden så formulerar 
man om problemet så att man beräknar förlusten. Även om kunskap om negativa tal funnits så 
undveks dessa då det ansågs att problemet var felaktigt formulerat om svaret blev negativt. 
Det var först under 1600-talet som de negativa talen kom i mer allmänt bruk men ända in på 
1800-talet så ignorerade man ofta möjliga negativa lösningar. 
 
Oviljan att använda negativa tal fick till konsekvenser att man fick flera olika fall. Där vi idag 
kan ge en formel (beskrivning) för lösning av andragradsekvationen x2 + ax + b= 0 , fick man 
tidigare fyra olika fall beroende på om a respektive b är positiva eller ej. Man skrev fallen 
som  x2 + ax = b,  x2 = ax + b, x2 + b = ax samt  x2 = ax+ b, där a och b alltid var positiva tal.  
 
När man under medeltiden konstruerade (dubbel italiensk) bokföring fick man tillgripa knep 
för att undvika negativa tal. Debet- och kredit-kolumnerna summerades var för sig. Sedan 
beräknades skillnaden som kallas saldo vilket adderades till den mindre summan så att båda 
kolumnerna fick samma slutsumma. Om kostnaderna är större än intäkterna så kommer 
plötsligt förlusten som en inkomst kallat saldo så att båda kolumnerna får samma summa. 



Även dagens bokföring använder detta förvirrande saldo trots att negativa tal idag är helt 
accepterade. 
 
Historien visar att det stora problemet i undervisningssammanhang är att ge ett negativt tal en 
begriplig och konkret tolkning och ur denna motivera räknereglerna för negativa tal. 
Även när man skall konstruera de negativa talen strikt matematiskt så är problemet att t.ex.  
6 + ? = 4, 4 + ? = 2 eller 2 + ? = 0  alla bör ha samma svar. Man gör teoretisk på samma sätt 
som vid division och inför ett nytt tal som beskrivs med par av tal som vi skulle kunna 
beteckna (4-6), (2-4) resp. (0-2) som alla betyder samma nya tal. Men praktiskt använder man 
bara (0-2) som betecknas -2. Observera att nu får minustecknet en ny betydelse utöver att 
beteckna operationen subtraktion. När vi utvidgar tallinjen till -1, -2, -3 osv. så betecknar 
minustecknet bara att det står 1, 2, 3 osv. steg till vänster om nollan. Därför blir t.ex. -3 ett 
motsatt tal till 3, så att (-3) + 3 = 0. Detta förklarar ordet negativ som kommer från det 
latinska ordet negare och betyder upphäva. Att samma minustecken även kan stå för 
operationen subtraktion gör det särskilt komplicerat när man skall förklara räkneregler där 
både subtraktion och negativa tal ingår. 
För att miniräknaren skall fungera bra krävs det alltså två olika tangenter för negativa tal 
respektive för subtraktion.  
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