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Vad ar bra med de har uppgifterna?

Stefan Lofwall &r universitetsadjunkt vid Karlstads universitet och undervisar i matematik och
matematikdidaktik. Han leder ocksa kompetensutveckling av yrkesverksamma larare och har
tidigare erfarenhet som l&rare i gymnasie- och grundskola.

Det har funnits ratt mycket kritik mot matematikundervisningen i skolorna pa senare ar. Man
har ocksa observerat att resultaten i matematik inte varit tillfredsstallande. Vad har det funnits
for forslag for att fa det hela battre? Vanligt &r att man for fram att det behdvs mer variation i
uppgifter och arbetssatt.

Men — vad vill vi uppnd med variationen? Vad vill jag uppna som jag inte uppnar med ett
traditionellt arbetssatt? Vilken matematik trénar jag i de har "annorlunda uppgifterna” -
fastnade vi inte bara pa exempelnivan och insag inte det generella i dem? Vilket ansvar tar
eleverna for att ta till sig det matematiska innehall som tranas i olika laborationer och andra
aktiviteter? Hur ska man fa eleverna att ta ansvar for sitt larande? Vad kan man gora for att de
ska komma ihag battre? Sadana har fragor har jag tankt lyfta fram i samband med nagra — som
jag tycker — riktigt bra uppgifter.

Konkreta exempel och den generella matematiken

Ett exempel som Léwing (2006) pekar pa ror en uppgift i ett test for skolar 7 och 9: Berdkna
8-1/2. Ratt svar far 45 % i ar 7 och 72 % i ar 9. Hon fragar sig hur det kommer sig att ver 50
% av eleverna i skolar 7, och nastan 30 % av eleverna i skoldr 9, inte vet att 8-1/2 = 4? Vid
intervjuer visade det sig att nastan alla elever i skolar 7 visste att 8 halva applen ar lika
mycket som 4 dpplen. Problemet ar bara att ingen larare har lyft fram vilken matematik man
tranar i en sadan uppgift: ”Nar du séager att 8 halva applen ar lika mycket som 4 dpplen &r det
ett exempel pa den har utrakningen: 8-1/2 = 4”. De atta applehalvorna ar pa "exempelnivan”
medan utrakningen visar den generella (abstrakta) matematik som anvénds i det hdar exemplet.
Vi vill alltsa i forsta hand uppna att kunna konkretisera den generella matematiken med ett bra
exempel ur vardagen. D4 ar det nddvandigt att vi verkligen lyfter fram vilken generell
matematik vi tranar i exemplet for att det ska ge ett bestaende varde; det har ar inget som
“framgar av sig sjalv”. Viktigt ar att efter det se pa fler exempel som anvander samma
abstrakta matematik for att kunna losas. Lowing pekar ocksa pa att det sedan ar nddvandigt att
helt slappa exempelnivan och enbart gora abstrakta uppgifter for att fullt ut kunna ta till sig
det generella.

Nar det géller vaxlingen mellan exempel och det generella kan vi se pa linjara funktioner.
Vanligt ar att man i gymnasieskolan introducerar omradet med nagra konkreta situationer dar
man t ex har en fast kostnad och en rorlig kostnad och att man ska bilda ett uttryck for den
totala kostnaden. Man jamfor sedan med det generella uttrycket for en linjar funktion och
identifierar vad som motsvaras av riktningskoefficienten och av sk&rningen med y-axeln.
Sedan foljer ofta ett stort antal tillampade exempel, dar man forvéntas forsta hur det generella
uttrycket ska tillampas. Viktigt har ar da att man ocksa har ett antal uppgifter pa linjara
funktioner dar man inte har ndgon konkret anknytning och dar man vander och vrider pa
forutsattningarna i uppgifterna. Det dr nodvandigt for att man ska forsta det generella till
fullo.



Att anvanda variation och variationsteori

Vad man ocksa vill &r att eleverna ska forsta vad som ar karakteristiskt for en linjar forandring
och kunna kanna igen den i jamforelse med nagon annan typ av férandring. For att fa en bra
kansla for vad en linjar forandring ar hjélper det kanske inte hur bra man férklarar och hur
manga exempel man ger, man behéver ocksa kontrastera den mot nagra férandringar som inte
ar linjara. Forst da framtrader tydligt vad en linjar forandring innebar. Ett bra exempel ar att
jamfora med nagot som t ex okar med lika manga procent varje tidsenhet (exponentiell
forandring).

Det hér att gora en variation av situationen, t ex en tillvaxtsituation, for att se en annan typ av
tillvaxt som en kontrastering, ingar som en viktig del i det som kallas variationsteori. Den &r
tillampbar pa manga omraden. En inséandare hade rubriken ”Misslyckad resa till Polen —
mycket lyckad” d&r personen forstod vad som var bra hemma och kunde uppskatta det efter
resan. Folk som levt i ett forhallande en langre tid och byter partner far en annan syn pa den
forre partnern. Tydliga drag och egenskaper hos den forre framtréder nu.

En bra 6vning (Heikne & Larsson, LabMa 505) handlar om att man har en boll som slapps
fran olika hojd. Man mater hur hogt den studsar upp for olika slapphdojd och gor vérdetabell
och diagram. Man far en linje genom origo och uppmanas att identifiera k i y = kx . Vad bor
man gora utéver detta? Det har &r ett ju ett typiskt exempel pa en linjar funktion. Vad kallar
man exempel av den hdr typen av linjar funktion? En proportionalitet! Hur formulerar vi den
hér proportionaliteten i ord? Studshdjden ar proportionell mot slapphdjden! Vad menar man
med det? Har racker det inte att séga att vi far ett uttryck av typen y = kx och att det blir en
linje genom origo. For att visa att man har tagit till sig det karakteristiska i hur en sadan
forandring (be)ter sig ar det ocksa bra om man kan séga att det innebar att om jag t ex dubblar
slapphojden kommer ocksa studshojden att dubblas. Tar jag en tre ganger sa stor slapphdjd sa
kommer ocksa studshojden att bli tre ganger sa stor, osv. Det hér ar det typiska nar
studshojden ar proportionell mot slapphdjden. Kan du ge nagot annat exempel pa en
proportionalitet av det har slaget? (pris proportionellt mot varans vikt, vikten av en stav
proportionell mot stavens langd, om man fardas med konstant hastighet ar forflyttningen
proportionell mot tiden osv). Hur skiljer sig sadana héar linjara forandringar fran linjara
forandringar som inte ar proportionaliteter? Aterigen: Det ar viktigt att kontrastera mot négot
som inte &r som det vi just nu haller pa att ta in!

Vi ska se pa ett annat intressant och lurigt exempel (Wistedt , i NamnarenTEMA, Matematik
ett kommunikationsamne, 1996): En bil har en bensintank som rymmer 48 liter. Hur langt kan
man kora som langst om bilen drar

a) 1 liter bensin per mil? b) 2 liter bensin per mil? ¢) 1,5 liter bensin per mil?

En elev (Markus) resonerar sa har: En bil som drar 1 liter bensin per mil kommer 48 mil. En
som drar 2 liter per mil bor da komma halften sa langt, dvs 24 mil. 1,5 ligger mitt emellan 1
och 2 och en bil som drar "mitt emellan” mycket bensin borde da komma "mitt emellan”
langt. Han far svaret till 36 mil.

For det forsta: Markus resonerar som om det har ar en linjar forandring: Korstrackan minskar
med lika manga mil for varje liter som bensinférbrukningen okar, enligt honom. Han kommer
fram till att korstrackan minskar med 24 mil per liter som bensinférbrukningen 6kar. Han
utgar fran ett startvarde med en bensinforbrukning pa 1 I/mil som ger en korstracka pa 48 mil.
Okar bensinforbrukningen med 1 I/mil minskar strackan med 24 mil, ékar den med en halv
I/mil minskar den med 12 mil, t ex. Med Markus resonemang skulle det bli sa att om



bensinforbrukningen 6kade med 2 I/mil (sa att bilen drog 3 I/mil) skulle kérstrackan minska
med 2-24mil, dvs 48 mil och man skulle alltsa inte komma nagonstans! Da skulle
korstrackan bli noll! Ritar man upp detta i ett diagram far man en linje som skér den vagréata
axeln vid 3 (I/mil).

Vad &r det har for slags forandring da? Jo, korstrackan ar omvant proportionell mot
bensinforbrukningen. Har maste man ha erfarenhet av vad omvand proportionalitet innebar
for att ha nagon chans. Det racker inte att veta att om y ar omvéant proportionell mot x sa kan
sambandet skrivas pa formen y = k/x. Har man ingen kansla for hur en sadan funktion beter

sig kopplar man den inte till den hér situationen. Har géller ju att om bensinférbrukningen
fordubblas blir korstrackan halften sa stor, blir bensinférbrukningen tre ganger sa stor blir
korstrackan en tredjedel osv. Man skulle kunna ta reda pa konstanten genom att satta in 48 mil
pa forbrukningen 1 I/mil och fa k till 48 (I). Grafen blir inte en linje. Har man inte kommit sa
langt i matematiken far man forsoka komma fram till att korstrackan blir 48/forbrukningen pa
annat sétt.

Hur kan man fa erfarenhet av situationer som leder till omvéand proportionalitet? Ett exempel
ar om man haller konstant hastighet, hur lang tid tar det att komma fram? Utgar man fran ett
visst startvarde och jamfoér med om man skulle halla dubbla hastigheten skulle det ta halva
tiden, holl man tre ganger sa hog hastighet skulle det ta en tredjedel av den ursprungliga tiden,
osv. Tiden ar omvént proportionell mot hastigheten. En annan intressant uppgift (Shell
Centre, 1985) kring detta tema handlar om jordgubbsplockning pa en odling och ser ut sa hér:

Vi har ett diagram med en lodrat axel for total plocktid och en vagrat for antalet plockare.
Anvand axlarna, skissa en graf for att illustrera den har situationen!
- Jamfor din graf med dem som dina kamrater gjort. Forsok att bli dverens om hur en
korrekt graf ska se ut.
- Skriv en forklaring till hur du kom fram till svaret.. Speciellt, svara pa féljande fragor:
e bor grafen "luta uppat” eller ”luta nedat™? Varfor?
e BOr grafen bli en linje? Varfor?
o Kommer grafen att skdra axlarna? Om, varfér. Om inte, varfor inte?
Vad &r det for matematik vi tréanar i den har uppgiften? Vad skulle man kunna kontrastera
Markus bensinuppgift med for att battre forsta situationen med omvand proportionalitet?

Mer om att koppla de konkreta upptéackterna till den generella matematiken

En annan omtyckt laborativ uppgift (Heikne & Larsson, LabMa 417) ser ut sa har:

Du har tre genomskinliga plastlador: I den forsta ligger det 3 bultar och 2 muttrar, i den andra
2 bultar och 4 muttrar och den tredje &r tom. Vad véger en bult och vad vager en mutter? Du
far inte plocka ur nagra saker men anvanda vag.

Lararen har kanske tankt sig att eleverna ska stélla upp ett ekvationssystem och l6sa det. Rétt
vanligt ar att ndgon eller ndgra léser uppgiften utan att anvanda ekvationssystem. Det
intressanta ar nu att stegen som utfors vid berakningen utan ekvationssystem egentligen helt
motsvarar dem som gors om man loser ekvationssystemet med additionsmetoden.
Additionsmetoden &r en generalisering av detta tinkande, som de anvander naturligt. Har kan
man jamfora med applehalvorna tidigare och generaliseringen i brakrékningen.

En elev gjorde i tidiga skolar en upptackt: Utfér man multiplikationen 10 -10 far man 100.
Vad hander om man "karvar av” lite pa den ena 10:an och lagger pa den andra? 11-9 = 99;
det blev 1 mindre nér jag karvade av 1. 12-8 = 96 ; det blev 4 mindre nér jag karvade av 2.
13-7 =91; det blev 9 mindre nar jag karvade av 3, osv. Varfor blir det sa har, undrade eleven,



men ldraren kunde inte reda ut detta. Den generella matematik som ligger bakom det hér
stoter man val inte pa forran i grundskolans senaste del och pa gymnasiet. Kan du reda ut det
hela?

For att se om eleverna forstatt det generella i uppgiften ovan kan man testa féljande uppgift
(Emanuelsson, mfl, red, 1996):

1. Du véljer tre positiva heltal i foljd. Vilken produkt blir storst? Om du multiplicerar det
mellersta talet med sig sjalv eller om du multiplicerar ihop de andra tva talen med
varandra? Prova med ett exempel! Skiljde det nagot mellan produkternas storlek? Hur
mycket i s fall?

2. Gor tva nya forsok. Hur mycket skiljde det mellan produkternas storlek?

3. Ser du ndgot mdnster? Om inte, gor ytterligare nagot eller nagra forsok. Forsok att
visa att det du kom fram till i dessa exempel stdammer for vilka tal du &n valjer!

Vi lyfter fram att den matematik man tranar i de har uppgifterna ar konjugatregeln. Hur skulle
man allmant kunna uttrycka hur konjugatregeln fungerar? Det &r det har som ar huvudsyftet
med att gora de har uppgifterna. Nu berdr vi en annan viktig sak: Eleverna ska kunna uttrycka
vad uppgifter och dvningar gar ut pa. Vilken matematik tranas i exemplen? Det har ar mycket
forsummat i skolan. Man pratar ofta om att eleverna ska ta ett storre eget ansvar for sitt
larande. For att kunna gora detta maste eleverna tranas i att fa ett battre metaperspektiv. De
maste lara sig mer om sitt eget larande. Gar vi tillbaka till vart exempel om de atta
applehalvorna maste lararen lyfta fram och ta en diskussion om vilken matematik som ligger
bakom. Nér det géller brakrakning 6ver huvud taget finns det ett fatal kritiska steg. Aven
dessa ska man diskutera med eleverna sa att de har dem klart for sig, inte bara l6ser en massa
exempel. For att klara att sdga att t ex 3-2/7 = 6/7 maste man ha forstatt ett av de viktigaste
kritiska stegen. Diskutera det! N&r vi tog upp vad en linjar forandring innebar fann vi det
viktigt att kontrastera mot nagot som inte &r en linjéar forandring. Ta upp till diskussion att det
ar ett anvandbart satt att kontrastera for att forsta vad som menas med ett begrepp och att vi
forsoker gora sd da och da. Sa gjorde vi ocksa nar vi skulle forsta proportionalitet. Over
huvud taget ar det bra att diskutera syftet med olika inslag man har i sin undervisning. Det blir
lattare att lara sig och komma ihag da.

Ett avslutande exempel &r en klassisk uppgift:
Du har ett glas rott och ett glas vitt vin:
1) Du tar en sked full med vitt vin fran det vita glaset och haller i det roda glaset och rér
noga om.
2) Darefter tar du en sked full fran det roda glaset och héller i det vita och rér noga om.
Jamfor mangden rott vin i det vita glaset med méngden vitt vin i det roda glaset.
Vilken mangd ar storst?
Vad 6var man i denna uppgift? Ganska mycket: ...problemldsning ...hypotes... bevis...
brakrakning... exempel = generell...
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