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Geometri med snore

Pesach Laksman &r lararutbildare i matematik och matematikdidaktik vid Malmé hogskola.
Areabegreppet

Nar elever far fragan vad area betyder ges mestadels svar som antyder hur man tar reda pa
area av vissa geometriska figurer. Istallet for att forklara begreppets innebdrd beskriver dessa
elever en procedur. Det mest vanliga svaret lyder: ”Langden ganger bredden.”, en tydlig
koppling av areabegreppet till rektanglar. Att sa ar fallet &r kanske inte s& forvanansvart med
tanke pa att rektangeln ar den grundfigur som man forséker omforma andra figurer till nar
man beraknar dessas areor. Detta ar dven vanligt i larobocker. Anda kan det inte vara
andamalsenligt att bygga ett begrepp genom att mata eller rakna. Kan man daremot fa
eleverna att uppleva begreppet och utveckla intuitivt forstaelse blir de mer fortrogna med det
som man forsoker lara dem.

Lek med en triangel

Lat dina elever tanka sig var sin triangel, vilken som helst. Be nagon elev avsl6ja sidornas
langder i sin triangel. Be eleverna att andra sidorna i sina trianglar men behélla omkretsen sa
att varje triangel far maximalt stor yta. Den dvningen upplevs som svar. Du far antagligen
olika svar, med lag grad av 6vertygelse — om det dverhuvudtaget kommer nagra. Da &r det
dags att tillgripa ett hjalpmedel i form av ett snore vars andar a&r sammanknutna. Lat dina
elever arbeta i grupper om tva eller tre och be dem forma en triangel av snoret.

Genom att flytta de tre punkterna far de en dynamisk
triangel vars area andrar sig medan omkretsen forblir
konstant. Nu kan du vanta dig svar fran samtliga
grupper med hdg grad av Overtygelse. Mest sannolikt
ar att samtliga kommer att svara att sidorna i den
storsta triangeln maste vara lika langa. Ibland kan det
handa att nagon grupp vill ha en likbent, ratvinklig
triangel som den storsta. Sadant lage ar guld vart.
Har finns tillfalle till argumentation baserad pa
intuition. Vi startar med den rétvinkliga, likbenta
triangeln och haller i tva horn av vilka det ena ligger
vid den rata vinkeln medan det tredje hornet far
andra sitt 1age. Hornet foljer en elliptisk bana och nér
det narmar sig linjen pa vilken den motstaende sidan ligger blir arean ganska liten. Arean blir
storre ju langre hornet avlagsnar sig fran den namnda linjen. Da brukar eleverna kénna pa sig
att maximum intraffar nar den rorliga punkten befinner sig lika langt fran de bada fixerade
hornen. Storst area far alltsa en triangel med en fixerad sida nar de tva andra sidorna ar lika
langa; en likbent triangel. Och stérst area blir det om ingen sida &r fixerad nér en triangel kan
betraktas som likbent i forhallande till samtliga sina sidor; triangeln &r liksidig.

Regelbundna polygoner
Triangelévningen kan anvandas till andra polygoner. Lat eleverna med hjalp av samma snore
forsoka skapa figurer som &r storre &n den liksidiga triangeln. Har kommer du antagligen att



se en variation av figurer fran kvadrat till cirkel. Att kvadraten har den storsta arean av
samtliga fyrhorningar med samma omkrets ser man pa samma satt som nar det gallde
trianglar. I en fyrhorning med tre horn fixerade far man storst area nar det fjarde hornet
befinner sig lika Iangt fran sina grannhdrn. Detta innebar att en liksidig fyrhérning bor ha den
storsta arean. Betraktar man romber ser man latt att kvadraten blir den storsta av dem. Nu
finns det vissa likheter mellan liksidig triangel och kvadrat. Bada tillhor kategorin
regelbundna figurer. Och om kvadraten har storre area &n den liksidiga triangeln med samma
omkrets bor arean 6ka med tilltagande antal hérn. Okar vi antal hérn i serien av regelbundna
figurer ndrmar vi oss alltmer en cirkel.

For aldre elever finns det tillféalle till djupare resonemang kring varfor ett 6kande antal horn
ger storre area. Lat oss betrakta en liksidig triangel och en kvadrat med samma omkrets. |
bada figurerna markeras tyngdpunkten som forbinds med figurens horn.

Sedan klipps bada figurerna fran sina horn mot tyngdpunkterna och vecklas ut sa att vi far tre
respektive fyra kongruenta trianglar liggande pa en linje. Bada triangelkomplexen har samma
bas men olika hojder.

Om man klipper de enskilda trianglarna langst deras hojder gar det att transformera bada
komplexen till rektanglar med samma bas men olika hojder. Da ser man pa analogt satt att ju
langre avstand mellan tyngdpunkten och en sidas mittpunkt desto storre area.



Fantasieggande rektanglar

Skolbdcker ar dverfulla av uppgifter dar man ska berakna area. Anda visar sig forstaelsen av
areabegreppet vara svag. Bockernas exempel kan med fordel bytas ut mot elevernas egna. Lat
varje elev tanka pa en rektangel. Be eleverna att med utgangspunkt i den ursprungliga
rektangeln skapa en som har dubbelt sa stor area. Lat dina elever avsl6ja vilka rektanglar de
har resonerat kring. Har far du uppleva tva olika taktiker att komma fram till de dubbla
rektanglarna. En del elever kommer antagligen att fordubbla den berédknade arean av sin
ursprungliga rektangel och darefter uppdela den i tva faktorer. De som &r “latare” tanker
istallet tva ursprungliga rektanglar stallda bredvid varandra antingen langs deras bredder eller
langs deras langder. Sadana strategier &r viktiga att uppmuntra och kan askadliggoras med tva
Ad4-ark placerade pa de bada satten bredvid varandra. Utifran det kan man fraga vad som
hander med omkretsen nér arean fordubblas. H&r mérker eleverna den ”svaga” korrelationen.
Nar man utgar fran de "latas” l1osningar kan man fraga vilken av dessa som har langre omkrets
och ser att det gar att avgora utan att man behdver rakna.

Lat dina elever utga fran den forsta rektangeln de tog fram och forsoka skapa en med dubbelt
sé& stor omkrets. Aterigen far du se strategier som bygger antingen pa berakning eller pé&
fordubbling av sidorna. Vad hander med arean av en rektangel nar sidorna ar fordubblade?
Hur skapar vi fler rektanglar med samma omkrets? VVad hander med deras areor?

Bada kraven samtidigt

Nu borjar det bli dags for en nagot storre utmaning. Kan man till varje rektangel skapa en
rektangel dar bade area och omkrets ar dubbelt sa stora som i den ursprungliga? Att avgora
den fragan visar sig vara ganska svart. Oftast far man inget svar och om man fragar vad
eleverna tror far man olika svar med 6vervikt mot det negativa. Det hander ibland att ndgon
hittar nagot exempel da det gar. Om sa inte sker kan man foresla att man startar med
rektangeln 3x 4. Har géller det att hitta en rektangel med halva omkretsen pa 14 le och arean
pa 24 ae, tva tal vars summa ar 14 och produkt ar 24. Det ar latt att inse att 2x12 passar.
Betyder det da att det alltid &r m6jligt om ett exempel har hittats? Knappast. Aven om vi hade
hittat manga exempel ger inte detta nagon sakerhet. Problemet maste angripas pa ett
annorlunda satt om man vill ta reda pa huruvida det alltid ar mojligt att hitta den dubbelt sa
stora rektangel med avseende pa bade area och omkrets. Vi tar aterigen hjalp av vart snore.
Detta viks dubbelt och formas till en godtycklig rektangel.



Nar vi viker snoret far vi en figur
med dubbelt sa stor omkrets
oberoende av figurens form. Vi
formar en likformig rektangel med
den som var tillverkad av det
dubbelvikta snoret. Arean av den
stora rektangeln ar fyrdubbelt. Nu
kommer hela finessen. Man andrar
rektangelns form till att bli mer
avlang med bibehallandet av dess
omkrets.

Pa det sattet kan
vi fa en rektangel
med en area som
ligger godtyckligt
néra noll. Vi kan
konstatera att den
ovan beskrivna
proceduren ger
kontinuerliga
varden och vi
maste ha passerat
samtliga vérden
mellan fyra och
noll det vill saga att vi ndgon gang pa vagen maste ha haft den dubbla arean.

Sidornas langder

Av exemplet ovan ser vi att reflexmassig berakning manga ganger gor oss blinda for enkla
och pa samma gang generella lIosningar. Samtidigt kan man forvanta sig att intresset stiger for
att kunna hitta speciella l1osningar till varje fall. Vi vet ju att detta alltid ar méjligt. Vi maste
helt enkelt veta nar det ar dags att avbryta sammandragningen av snoret. Problemet kan med
fordel 10sas algebraiskt dar den lilla rektangelns sidor kallas a och b. Till att bérja med skissar
vi en rektangel med dubbelt sa stor omkrets dér sidorna &r 2a och 2b. Denna ar ju fyra ganger
sa stor som den ursprungliga. Den rektangel bér avsmalnas till den dubbla arean dvs vi
plockar bort lika mycket fran bredden som vi lagger pa langden. De nya sidorna blir (2a+ x)

och (2b—x). Nu ar det latt att fa en ekvation (2a + x)(2b — x) = 2ab . Denna &r inte den allra

trevligaste att 16sa. Vill vi komma lindrigare undan kan vi istallet for den likformiga
rektangeln starta med den storsta rektangeln, namligen kvadraten. Kvadratens sidor &r da
(a+Db) och ekvationen far formen ((a+b)+ x)((a+b) —x) = 2ab . Denna kan enkelt I6sas med

hjalp av konjugatregeln: (a+b)*> —x* =2ab och far I6sning x = +va* +b? som &r diagonalen
i den lilla rektangeln efter att vi har forkastat den negativa roten. Med andra ord far vi lagga
ihop sidorna i den ursprungliga rektangeln nar vi vill skapa den dubbla. Darefter far vi
langden genom att lagga till diagonalen och bredden genom att plocka bort diagonalen.
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