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Lar av svampplockaren!
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Inledning

Ett av de viktigaste malen for skolans matematikutbildning &r att utveckla och stimulera
elevernas problemlésningsformaga. Samtidigt som problemldsning ar ett mal kan
problemldsning aven fungera som ett medel, en drivkraft i larandet. Det finns manga fragor
att fundera Gver och diskutera nar det géller problemldsning. Har kommer fokus att ligga pa
fragor kring hur elevernas férmaga att 16sa problem och generalisera kan utvecklas om de far
jobba vidare med ett och samma problem samt narliggande varianter pa problemet under en
langre tid. Forst foljer en kort beskrivning av problemlésningens olika faser.

Problemldsningens olika faser

| den klassiska boken How to Solve It (1990), forst utgiven 1945, ger George Pélya sin syn pa
matematisk problemldsning och pa hur problemldsningsformaga kan utvecklas. Pdlyas idéer
ar fortfarande lika aktuella, trots att det har gatt 6ver ett halvt sekel sedan boken forst gavs ut.
Boken &r dversatt till manga sprak, daribland svenska. Den svenska titeln ar Probleml6sning —
En handbok i rationellt tinkande. Pdlya delar in problemldsningsprocessen i fyra olika faser:

1. Orientering om och forstaelse av problemet

2. Gora en plan — Valja l6sningsstrategi

3. Genomfdrande av planen — Att utféra berdkningarna
4. Tillbakablick och generaliseringar

Tyvarr far en del elever nastan uteslutande agna sig at fas 3 i skolan, vilket bl.a. leder till en
daligt utvecklad problemldsningsférmaga. Jag tror att vi skulle behdva dgna betydligt mer tid
at faserna 1, 2 och 4. Den sista fasen tycker jag ar vard extra uppmarksamhet eftersom jag tror
att det ofta ar battre att hanga kvar vid ett problem och forsoka hitta varianter pa problemet
istallet for att titta i facit och hoppa till ett helt nytt problem.

En annan bok som handlar om problemlésning och matematiskt tdnkande &r Thinking
Mathematically (Mason m.fl., 1996). | denna bok delas problemlésningsprocessen istallet upp
i tre faser: “Entry”, ”Attack” och "Review”. Aven i denna bok poangterar man vikten av att
inte slappa problemen for tidigt genom att lyfta fram ”Review” som en mycket viktig fas:

WHICH are the phases to underline?
Entry — because it lays the foundation for Attack
Review — because it is the least acknowledged and the most educational
(Mason m.fl., 1996, s. 158)

Generaliseringar
Pélya gor foljande jamforelse:
Good problems and mushrooms of certain kinds have something in common; they grow in

clusters. Having found one, you should look around; there is a good chance that there are some
more quite near. (Polya, 1990, s. 65)

Att kunna generalisera och se kopplingar mellan olika problem &r centralt inom matematiken
och nagot vara elever maste ges maéjlighet att 6va mycket pa. Nar de just har I6st ett problem
finns oftast en gyllene chans till detta. Férelasningen handlar om hur elevernas



problemldsningsformaga kan utvecklas om de far trana pa att l6sa problem som ligger néra ett
nyligen 16st problem. Det ar ocksa viktigt att eleverna for formulera egna problem, vilket det
ofta ges mojlighet till nar de just har l6st ett problem. | boken Rika matematiska problem —
inspiration till variation (Hagland m.fl., 2005) anger forfattarna ett antal kriterier for sa
kallade "Rika problem”. Ett av dessa kriterier r att rika problem ska kunna leda till att elever
och larare formulerar nya intressanta problem. Aven Pdlya betonar vikten av att eleverna far
formulera egna problem:

The mathematical experience of the student is incomplete if he never had an opportunity to solve
a problem invented by himself. (PAlya, 1990, s. 68)

Studerar man l&arobocker i matematik kan man ofta hitta problemldsningssidor med ett antal
problem som egentligen inte har nagon koppling till varandra. En svampplockare skulle aldrig
drdmma om att géra pa motsvarande satt, d.v.s. att ga nagra hundra meter bort och leta efter
nésta kantarell efter att just ha hittat en. Istéllet & goda svampplockare mycket noga med att
hitta de svampar som finns runt den nyss funna svampen. Pa motsvarande satt bor vi trana
vara elever pa att se och I6sa problem som ligger nara ett nyligen I6st problem. Ofta kan man
utga fran de problem som finns i bockerna och sa ofta som majligt stélla sig fragan ”Hur gar
detom...?”.

Nagra exempel:

1. Magisk kvadrat

Manga elever har kdmpat med att konstruera en magisk 3x3 kvadrat med talen 1-9. Betydligt
farre har darefter fatt chansen att fundera kring vad som hander om man istéllet har t.ex. talen
2-10 eller alla jamna tal fran 2 till 18. Gar det att utnyttja losningen till den forsta magiska
kvadraten for att l6sa de andra? Vilka generella slutsatser kan man dra? Vilka tal gar att
anvanda? Kan man konstruera magiska kvadrater med brak? Har finns aven chansen for
eleverna att hitta pa egna problem, bade att I6sa sjalva och att ge till kompisarna.

2. Handskakningar

Manga elever har lyckats komma fram till hur manga handskakningar det blir pa en fest med
t.ex. 4 personer om alla skakar hand med alla. Betydligt farre har fatt chansen att generalisera
och fundera pa hur det gar om det istéllet &r 5, 6, 7, 10, 100 eller n personer pa festen. Och hur
gar det egentligen om det &r 4 par pa festen och alla skakar hand med alla utom sin partner?
Hur gar det om det ar 5, 6, 7, 10, 100 eller n par? Det finns hur manga varianter som helst och
aven har kan eleverna hitta pa egna varianter.

3. Plocka stickor

Manga elever har forsokt komma fram till en vinnande strategi nar det galler att ta den sista av
t.ex. 21 stickor, om man varje gang far ta 1 eller 2 stickor. Betydligt farre har fatt chansen att
fundera pad om en liknande strategi gar att anvanda om det istallet ar 22, 23, 24 eller 35
stickor. Hur gar det om man istallet far plocka 1, 2 eller 3 stickor varje gang? Finns det nagon
strategi som galler mer generellt? Aven hér ar det upplagt for att 1ata eleverna hitta pa egna
varianter.

Metod med genererande problem

| borjan av 90-talet hade jag formanen att narvara vid en forelasning av professor Jan

Kopka fran Tjeckien. Kopka beskrev en metod att trana problemldsning som bygger pa
tankarna ovan, som han kallade "Method of generating problems". Metoden gar ut pa att man
forst 16ser ett "grundproblem”, det genererande problemet, mycket noggrant. Detta problem
ska sedan generera nya narliggande problem, varvid man maste fundera pa om den
I6sningsstrategi man just anvant dven fungerar pa dessa problem. En forutsattning for att



lyckas ar naturligtvis att man verkligen forstar grundproblemets I6sning. Nedan féljer ett
exempel fran Kopkas foreldsning.

GENERERANDE PROBLEM

Tva personer A och B har likadana mynt (obegransat antal). A borjar lagga ett mynt pa ett
runt bord och darefter lagger B och A vartannat mynt pa bordet. Mynten far ej ligga pa
varandra. Den forsta som ej lyckas lagga ut ett mynt pa bordet forlorar.

Vilken strategi ska A anvanda for att vara saker pa att alltid vinna?

FOLJDPROBLEM
1. Hur gar det om bordet inte ar runt? I vilka fall nedan fungerar A:s strategi?

a) b) C)

<[>
N

2. Hur gar det om det runda bordet har ett hal i mitten?
3. Hur gar det om det ar flera bord?
4. Hur gar det om spelarna har olika stora mynt?

a) A har storre mynt.  b) B har stérre mynt.

Nagra fordelar med det arbetssétt som beskrivs

Man kan naturligtvis inte alltid halla fast vid problemen pa det satt som beskrivs ovan, men
jag tror att det gar att gora det betydligt oftare an vad som gors idag och att det vore gynnsamt
for elevernas larande. Nagra viktiga fordelar ar foljande:



* Ganska ofta kan man lyckas l6sa ett problem utan att riktigt forsta den losningsstrategi man
anvant. Att vanda och vrida pa problemet och tvingas fundera pa nar strategin fungerar och
nar den inte fungerar kan ge en djupare forstaelse.

* Formagan att generalisera behGver Gvas och har ges ett ypperligt tillfalle till detta. Mason
m.fl. (1996, s. 8) betonar vikten av att kunna generalisera, de skriver bland annat att
"Generalizations are the life-blood of mathematics”. En elev som har god formaga att
generalisera kan ofta utifran losningen av ett problem forsta hur en mangd problem ska losas.
For att bli bra pa att I6sa problem behdver man alltsa bli bra pa att generalisera. Strategin
"jamfor med ett liknande problem” &r ocksa en av de probleml6sningsstrategier som brukar
lyftas fram och som inte minst Polya skriver mycket om.

* Mojligheten att bygga vidare pa ett och samma problem, att hitta varianter pa problemet och
att forsoka hitta generella lsningar ger ocksa en mojlighet till individualisering. Det blir en
individualisering inom problemets ram, som kan ge mojlighet till gemensamma diskussioner
trots att eleverna hunnit olika langt. Nar eleverna ges majlighet att hitta pd egna varianter pa
problem brukar de dessutom hitta pa varianter med lagom svarighetsgrad.
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