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Upptéack, undersok och verifiera

L ars Jakobsson, Malmé hdgskola, lararutbildningen

Det & trevligare att undervisa matematik om eleverna & motiverade och
undersokningsbenagna. Pafallande ofta sétter bristfallande algebrakunskaper kappar i
hjulet for eleverna och deras entusiasm falnar. Skavi fortsétta att stdnga pannorna
blodiga eller skavi kanske ge eleverna verktyg att komma vidare och uppleva att
matematik &r roligt. Med CAS, Computer Algebra System och TI-Nspires kraftfulla
mojligheter kan vi ge vara elever helt andra méjligheter én vad vi salva hade.

Jag vill belysa arbetsséttet ” upptack, undersok och verifiera” med négra exempel,
varav tva & dokumenterade nedan.

Arean av en speciell triangel

En tangent ritastill funktionen f (x) = 1 i punkten (1; 1). Tangenten och
X

koordinataxlarna avgransar en réatvinklig triangel.
- Bestém arean av dennatriangel.
- Undersok hur arean forandras da tangeringspunkten flyttas |angs grafen.

Grafen konstrueras och tangenten ritasi —
punkten med x=1. Dérefter definieras den N |
triangel vars area ska studeras. Sa |
bestams slutligen triangelarean som blir 2 "
areaenheter. Se bilden intill.

Genom att tatag i och flytta tangerings- o4 |
punkten & det nu mgjligt att studera hur " s

arean forandras. Av de tva bilderna nedan A\
framgér att arean forblir 2 areaenheter.
Det tycks med andra ord var sa att arean "|
ar konstant, oberoende av tangerings- 5 '- "l
punktens l&ge.
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Elevernafar nu bygga upp en strategi for
hur detta ska kunna bevisas.

Vi behtver koordinaterna for tangentens
skarningar med koordinataxlarna for att
kunna berékna triangelarean. Dérmed
maste vi veta tangentens ekvation om
tangenten ritasi en godtycklig punkt med
x=a. FOrst definieras derivatan med
funktionsnamnet f1d(x) och dérefter
tangentens ekvation som tangent(x). Bild
till hoger!

dron
Define fldlx)=—{r1{x])
sefine fldlx) d.\ll‘ )

Define tangen

fidla)(x-alfila)

Nu &r det dags for koordinaterna. Forst
bestams skarningspunkten med y-axeln
som tangent(0) och dérefter med x-axeln
genom att |6sa ekvationen tangent(x)=0
med avseende pax.

Déarmed dterstar det spannande steget att
berékna arean, som visar sig vara 2 area-
enheter oberoende av tangeringspunk.
Se bilden till hoger!

En intressant utvidgning av problemet &

att studera funktionen f (x) = k :
X

Lampligen gors en grafisk studie forst
med funktionen f (x) = 2 , se bild. Sedan
X

undersoks andra véarden pak for att upp-
tacka ett monster. Nér eleven har en
hypotes ar det dags for beviset. Se nedan!
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Define rangendx)=fida)(x-a)fila) Done
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Define fdlx)= dy =)
e

Define rangendx)=fila)-{x-ajAa) Done

solveltangendx)=0,x)
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Define tc

grag M amain of the result miaht be laroer than the damain of the inout.

Genom arbetsséttet fran graf till abstrakt bevis far elevernaen visuell upplevelse av
vad som hander med triangeln och troliggor att vardet ska vara konstant. | det
avslutande beviset kan eleverna fokusera mera pa probleml dsningen &n pa de
algebraiska forenklingarna och ser darmed tydligare en helhetshild.




Upptack derivatan

Ett nytt sétt att introducera derivatan ar att grafiskt studera lutningen hos en tangent
och flytta tangeringspunkten och darmed lutningen hos tangenten. Métvardet for
riktningskoefficienten kan verforas till y-axeln. Pa sa sitt & det mojligt att folja hur
den punkt forflyttas som har x-koordinaten lika med x-vérdet for tangeringspunkten
och y-koordinaten lika med tangentens riktningskoefficient. Med andra ord kan vi
studera hur grafen av derivatan ser ut genom denna punkts rorel se.

Som nésta steg kan nu den formella hérledningen ske.

| bildenintill & grafenav y = x* —3x-1

ritad. En tangent till grafen &r ritad i 4

punkten P och riktningskoefficienten hos
den aktuellatangenten &r cirka 1,45.

Detta métvarde 6verfores till en punkt pa o .
y-axeln och en linje vinkelrat mot y-axeln | e

ritasi denna punkt. Skérningspunkten 653 \[os 77
mellan den vertikalalinjen genom P och 1/
den horisontella genom punkten pay- \ /
axeln kallas Q. Nar x-véardet for P éndras NP

kommer Q att félja den kurva som & P

derivatan av funktionen y = x> —3x—1. wss|

Se de bada bilderna nedan.
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Det & mgjligt for eleverna att bestdamma
den uppkomnallinjens ekvation. Det &
|&tt att avlésa att den skér y-axeln i
punkten y=-3 och har k=2. Salinjens
ekvation ar y=2x-3.

Genom att redigera andragradspolynomet
ochistéllet studera y = x* —3x—2 och

y = x* + 2x—1 och eventuellt ytterligare

nagra variationer, kan eleverna se ett
monster.

Nu har eleverna en hypotes och det ar
dags for det formella beviset.
Riktningskoefficienten for en linje genom
tva punkter pa grafen, en med x=p och en
med x=p+h tecknas och dess gransvérde
bestdms nér h gar mot noll.
Avslutningsvis byts p mot x, se bild.

For att forstarka detta med en grafisk
minnesbild ritas en linje genom punkterna
med x = 2 (bendmnd P i bilden) och
x=2,6 pa grafen. Dennalinje har
riktningskoefficienten 1,6 som framgar av
bilden. Flytta den hdgra punkten langs
grafen sd att den successivt narmar sig
punkten P och studera k-véardet. Se bilden
nedan till vanster.

For att bekréfta att gransvérdet, dvs
tangentens lutning &r 1, atervander
elevernatill den foregaende sidan och
evaluerar vardet hos gransvéardet med

Alx)=x?-304-1

Fx)= a

p=1. Se nedan ti!l ther.

FAx)= - | &

Genom detta alternativa sétt att introducera derivatan undviker vi det initiala
problemet med en abstrakt definition och kan istallet upptacka vilken kurva k-vardet
foljer, vilket inte tidigare varit mojligt pa detta enkla sét.

Det ar frestande for eleverna att sjdlva fundera éver och leka med polynom av hogre
grad och andratyper av funktioner. Om sa sker har vi lyckats vacka eller forstérka

intresset for matematik.




	Arean av en speciell triangel
	Upptäck derivatan

