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Att Uppleva den Hyperboliska Varlden

UIf Persson &r professor i matematik vid Chalmers Tekniska Hogskola. Han &r f.d. ordférande
for Svenska Matematikersamfundet och dess standige redaktor for dess nyhetsbrev —
Medlemsutskicket. Sedan den 1 januari 2007 & han &en huvudredakttr for NORMAT.
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Inledning

Den Euklidiska geometrin & vi ala bekanta med. Vinkelsumman i en triangel & 180° eller «t
om vi méter vinklar i radianer. Vidare finns det icke-kongruenta likformigatrianglar. D.v.s.
tvatrianglar kan ha sammavinklar men olika storlek. Detta gor att vi bland annat kan skala
ner verkligheten till kartor. Detta har ett antal konsekvenser. Om ett torn kastar en skugga
som & 10 meter 1ang, medan en pinne 1 meter hog kastar en skugga 4 dm lang kan vi dra
slutsatsen att tornet & 25 meter hogt utan att behdva kléttra upp i det. Denna
proportionalitetsprincip kan anvandas pa avlagsna berg och celesta objekt och ar darmed



fundamental inom astronomin. En annan kanske nagot forvanande konsekvens & Pythagoras
sats. En ratvinklig triangel kan delas upp i tvatrianglar var och en likformig med den
ursprungliga och darmed med sig gélva. Ytan (A) av en rétvinklig triangel &r proportionell
mot hypetenusan (c) i kvadrat (A=kcc) och proportionalitets konstanten (k) beror bara av
formen, d.v.s. sammanfaller for likformigatrianglar. Darmed & det bara att 1&ggaihop
areornaav de tva deltrianglarna och erhdlla den valkanda formeln (cc=aa+hb).

d

Allt detta bygger bara pa ett enda antagande, namligen detta att genom en punkt (P) utanfor en
given linje (L) kan man baradraen linje (L") parallell med den givna. Speciellt innebar det att
en linje som skar tvagivnalinjer bildar samma vinklar med dem (se figur nedan) ur vilket

man |&tt inser att vinkelsumman i en triangel &r just 180° och darmed att man kan bildaen
figur som ovan.

Detta antagande (ndgot annorlunda formulerat och sedemera kant som parallel axiomet) ingick
bland Euklides ursprungliga postulat, och eftersom det i motsatstill de andra helt gévklara
axiomen och postulaten mer tycktes ha karaktaren av ett resultat inspirerade dettatill
anstrangningar att bevisa det fran de 6vriga axiomen. | dver tvatusen ar gackades dessa
anstrangningar &ven om framgangar rontes pa 1700-talet av matematiker som Saccheri,
Lambert och Legendre. De fdljde en valké&nd matematisk strategi ndmligen den att antaga det
man vill motbevisa och harleda absurda konsekvenser, ett sa kallat mostégel sebevis. Vad en
matematiker da gor &r att skapa en alternativ verklighet, vars existens slutligen forkastas pa
grund av orimligheter.

Men vad & da orimligheter? Legendre insdg att ett férnekande av parallelaxiomet skulle
innebara existensen av naturliga langdenheter, och sdledes gora skalningar omgjliga, och
ansdg det senare som en absurd konsekvens. Likaledes Saccheri ansag att de manga



orimligheter han hérledde var grund nog till att forkasta majligheten till en icke-euklidisk
geometri. Dock de rimliga antaganden som konsekvenserna stred emot utgér ingenting annat
an omformuleringar av det ursprungliga parallelaxiomet, och de faktiskt korrekta resultat
dessa 1700-tals matematiker hérledde var ingenting annat &n satser i den icke-euklidiska
geometrin.

Dock insikten att axiomet var obevisbart och att alternativa axiomen saledes kunde liggattill
grund for aternativa konsistenta geometrier innebar ett stort tankeskutt, ty den euklidiska
geometrin var mer éan matematik, det var ett forsok att omfatta sjalvarummet i vilket vi lever
och som déarmed har en fysisk pataglighet. Att ifragasétta detta och postulera existensen av
aternativa varldar var ett djarvt steg. Hade inte galvaste Kant pastatt att rummet var
euklidiskt, eller &minstone om man laser honom som han skall |&sas némligen noggrant, att
om man visserligen inte kan kénnatill rummet som det verkligen &r (det ofta citerade’ Das
Ding an sich’) savar den forestallning vi gjorde om rummet alltid euklidiskt. Detta kan synas
varanagot av harklyveri och jag vill inte gaalltfor djupt in i de filosofiska detaljerna, utan
bara papeka att fornekandet av parallelaxiomet hade vittgaende konsekvenser for
matematiken. K onsekvenser som dock inte visade sig forran ungefar hundra ér senare,
namligen detta att matematikern har stor frihet att vélja sinaaxiom, och att dessa & formellai
den meningen som spelregler & formella, ndmligen ingenting av Gud givet utan en bland
manniskor 6verenskommen konvention, en attityd som till en stor del har influerat 1900-tal ets
matematik. Sedan kan ju vissa spel varaintressantare &n andrai meningen att varamera
"spelbara’ och detta leder till meta-matematiken, ndmligen studiet av matematiska spel, som i
en viss mening gav & bara ett matematiskt spel bland alla andra. Detta & en tankelekarnas
tankelek, en av vars mera handfasta konsekvenser som under senare decennier atnjutit vid
popularitet & Godels bevis om begransningarna av matematisk formalism och aterigen
fornyat de eviga ontol ogiska fragorna om Platonismen. Men aterigen dessa &r fragestalIningar
som det récker att snudda vid. Och |&t oss gatillbakatill borjan av 1800-talet.

Det ar tre namn man forknippar med den icke-euklidiska geometrin. Dessa & Gauss, Bolyay
samt Lobachevsky. Gauss &r av de flesta matematiker ansedd som den framste matematikern
genom tiderna, och som bokstavligen gjorde alt till guld som han rérde vid. Matematiker som
Euler och Cauchy ma ha publicerat mera, men Gauss var, som vi kommer att se, ganska
sparsmakad och | &t bara offentliggdra det perfekta. Bolyay var ungrare och son till en av
Gauss gamla studiekamrater. Den senare hade under sitt liv forgaves forsokt bevisa
parallellaxiomet och varnade sin son for att likaledes fordda sitt eget liv med samma hoppl 6sa
foretag. En faders formaningar far sillan avsedd effekt, barn brukar oftare paverkas av vad
fordldrarna gor an av vad de séger och sonen gav sig ofOrférat i kast med problemet, men kom
I motsatstill fadern till den hisnande insikten att axiomet var obevisbart och att dess
negationer skulle ledatill alternativa konsistenta geometrier vars satser han foresatte sig att
harleda. Han var en mycket ung man och man kan val forestélla sig den upphetsning han ma
hakéant vid att |&ta sina resultat n& den store Gauss via sin fars formedling. Gauss tog mycket
riktigt del av hans undersokningar men 18t meddela att han tyvarr var forhindrad att berémma
dem, ty ett sddant berom skulle ha varit ett §alvberom ty han hade sdv kommit fram till
samma slutsatser men avbdjt att publicera dem med tanke pa det ramaskri detta skulle ha
inneburit. FOr den unge matematikern Bolyay var detta ett hart slag som han adrig
aterhamtade sig frén och han 6vergav matematiken. Det tredje namnet L obachevsky tillhtrde
en ryss som hade den stora fordelen att levai civilisationernas utkanter och inte ha nagon som
helst personlig koppling till Gauss. | ett valsignat tillstand av naiv omedvetenhet utvecklade
och publicerade han sin geometri, av honom benamnd astralgeometrin, och bor sdledesi en
nutida mening atnjuta prioritet. Beteckningen astralgeometri kom snart i skymundan och



under 1800-talets senare del infordes den numera férharskande bendmningen hyperbolisk
geometri, &ven om speciellt i Ryssland, likaledes variationer involverande namnet
L obachevsky férekommer.

Deicke-euklidiska geometrierna

Vad & de omedelbara konsekvenserna av att man negerar parallelaxiomet? Jo vinkel summan
I entriangel &r inte langre 180° och likformigatrianglar & kongruenta. Detta betyder att
Pythagoras teorem inte langre géller, eller snarare att det maste omformuleras. Detta kan
synas vara nagot teoretiskt men det har sldende praktiska konsekvenser.

Innan vi gar vidare maste vi precisera vad som menas med att negera parallellaxiomet. | den
euklidiska kan vi genom varje punkt utanfér en linje dra precis en linje parallell med denna. |
den elliptiska kan vi inte dranagon, d.v.s. allalinjer skar varandra, medan i den hyperboliska
kan vi dramanga (i galvaverket oandligt manga). Det forstafallet ar faktiskt l&tt att forestdlla
sig och modeller for detta var kanda langt fore introduktionen av den icke-euklidiska
geometrin, namligen den projektiva, kand fran perspektivlaran och de idediserade punkternai
oandligheten. Och annu mera konkret om vi upphaver en liten teknikalitet, namligen den att
linjer hogst far skara varandrai en punkt, kan vi gatillbakatill den sfariska geometrin,
valkand av antikens matematiker. | den sfariska geometrin dér vi tolkar linjer sdsom
storcirklar ar det klart att tva storcirklar skér varandra och dven att vinkelsumman i en triangel
ar altid mer an 180° och att diskrepansen blir storre och storre ju storre triangeln ar. | gélva
verket finns det ett mycket enkelt samband mellan denna vinkelexcess och arean av en
triangel. Vidare har sféren en naturlig langdenhet, namligen strackor kan métasi baglangder,
och det & en stor skillnad pa langdenheten 1 meter (som tills ganska nyligen definerades
genom en fysisk prototyp forvarad i en temperaturstabiliserad kélarei Paris) och s&g 90° . Ty
den senare vinkeln kan du definiera, medan prototypen maste du peka pa (det ar dock typiskt
att den ursprungliga metern definierades som 1 fyrtiomiljondel av ekvatorns omkrets).
Pythagoras sats omformuleras till cos(C)=cos(A)cos(B) dar A,B,C &r baglangdernaav en
rétvinklig sfariskt triangel dar C utgér hypotenusan. Vad har detta med den ursprungliga
formuleringen att gora? Om A,B,C & smakan vi approximera cosinus funktionen cos(x) med
1-1x?

Och darmed erhaller vi approximativt
1-1C2=(1-1A?)(1-1B?) =1-1(A2+ B?) +...
d.v.s. vi aterfar Pythagoras formel approximativt.

Det Hyperboliska geometrin

Man kan nu undra varfor inte den icke-euklidiska geometrin upptécktestidigare i och med att
detta var kant. Svaret &r att tolkningen forst blev uppenbar i och med att man tog modet att
forneka parallellaxiomet. | den modell vi har av den sa kallade elliptiska geometrin &r ju
storcirklarnainte réta utan i hogsta grad krokta och allt kan ju beskrivas genom den 3-
dimensionella euklidiska geometrin i vilket sfaren befinner sig. Dock i den hyperboliska
geometrin finns inga sddana askéadliga modeller tillgangliga och vi tvingas utnyttja var fantasi
betydligt mera. Vad vi nu skall gora &r att bege oss ut i det aventyr den hyperboliska vérlden
utgor, men det kan varaav hjép att halla den sfariska geometrin i dtanke som analogi. Den
bild som inleder denna artikel ger prov pa den perspektivforvrangning en plan bild av det
hyperboliska planet framtvingar. Och férhoppningsvis kommer detta att bli forklarat under
forel asningens gang.



