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Inledning

Rationella tal, eller allménna brak, dr som bekant de tal man far genom att utga fran de
naturliga talen och tillimpa de fyra riknesétten. Min avsikt med detta féredrag dr att berétta
hur en matematiker ser pa braktal, och att visa hur de rationella talen kan representeras och
behandlas pa ovéntade sitt. Jag kan utlova ndgra annorlunda aspekter pa invanda begrepp.

Decimaler och baklingesrikning

Vi dr alla vana vid att approximera rationella tal med édndliga decimaltal. Exempelvis har vi
11/14 = 0,79 eller med lite storre noggrannhet 11/14 = 0,7857142857. 1 sjélva verket ér det
latt att rakna ut samtliga (odndligt manga) decimaler, eftersom sekvensen 714285 kommer att
upprepas hela tiden. Det dr alltsé fullt korrekt att representera braket 11/14 som det odndliga
decimaltalet 0,785714285714285714285... (Och pd samma stt géller att 1 = 0,99999999...)
Men vem har sagt att det bara dr at hoger man kan ha odndligt manga siffror? Det dr faktiskt
lika korrekt att representera vart brak som 11/14 = ...714285714285714286,5 (dér sekvensen
714285 nu upprepas at vénster i odndlighet). Lisaren uppmanas kontrollera detta genom att
stélla upp och multiplicera detta "monster” med 14. Viljer vi en annan talbas, till exempel 3,
far vi tdljaren 11 = (102), och ndmnaren 14 = (112),och de oédndliga utvecklingarna blir nu
11/14 = (0,210012210012...);respektive 11/14 = (...210012210012211);.

Kvoter och kedjebrak

Den gamle greken Euklides har gett namn at en metod (eller algoritm) for att finna storsta
gemensamma delaren till tva heltal: man dividerar — inverterar resten — dividerar — inverterar
resten och sa vidare tills divisionen gar jamnt upp. Den sista ndamnaren &r da den sokta storsta
gemensamma delaren. Med vart exempel far vi: 11/14 ger kvot noll och inverterad rest 14/11;
14/11 ger kvot ett och inverterad rest 11/3; 11/3 ger kvot tre och inverterad rest 3/2; 3/2 ger
kvot ett och inverterad rest 2/1; divisionen 2/1 ger kvot tva och gar jamnt upp. Vi noterar att
nidmnaren i den sista divisionen dr 1, som ju mycket riktigt dr storsta gemensamma delaren till
11 och 14. Om man haller reda pa de successiva kvoterna och inverteringarna kan man skriva
11/14 =0+ 1/(1 + 1/(3 + 1/(1+1/2))) vilket ar den sa kallade kedjebréksutvecklingen av vart
rationella tal 11/14. Irrationella tal har odndliga kedjebraksutvecklingar, exempelvis ges det
gyllene snittet (1 + \/5)/2 av det odndliga kedjebraket 1 + 1/(1 + 1/(1 + 1/(1 + ...))) .

Upprikning och trassel

En viktig egenskap hos de rationella talen &r att de &r relativt fa. Detta kan lata paradoxalt
eftersom de naturligtvis dr odndligt manga, men i matematiken ror man sig med flera olika
odndligheter, och den minsta dr den upprékneliga odndligheten. Det gar ndmligen att numrera
de rationella talen. Lat oss gora detta helt explicit i form av ett slakttrad for alla positiva brak.
Vi borjar med talet 1 = 1/1 som ocksa far nummer 1. Detta far vara anfadern som ar ensam i
den forsta generationen. Nista generation bestar av en dotter 1/2 och en son 2/1 som fér
nummer 2 respektive 3. Direfter kommer en dotterdotter 1/3, en dotterson 3/2, en sondotter
2/3 och en sonson 3/1 och dessa far nummer 4, 5, 6 och 7. Regeln vi anvinder &r att dottern
till en brak m/n &r m/(m + n) medan sonen till samma brak ar (m + n)/n. Varje brak upptriader
precis en gang i detta odndliga slékttrdd och ordningsnumret for ett brak som tillhor den g:te
generationen kommer att ligga ndgonstans mellan 25" och 2¢ — 1. LAt oss nu se efter vilket
ordningsnummer vart exempel 11/14 har.



Eftersom 11/14 &r son-dotter-son-son-son-dotter (sdsssd) till 1/1 och alltsa tillhor den sjunde
generationen, sa ligger numret mellan 64 och 127. For att finna det precisa svaret ar det bast
att ga over till det binira talsystemet. Vi ser att 64 = (1000000), och 127 = (1111111), sa vi
soker ett sjusiffrigt bindrt nummer. Notera nu att anfadern (dven binirt) har nummer ett och
att for varje ny generation lagger man till en nolla pa slutet om det blev en flicka, eller en etta
om det blev en pojke. Vart brak 11/14 har alltsa det bindra numret ett-ett-noll-ett-ett-ett-noll,
och eftersom (1101110),= 110 finner vi att 11/14 dr det etthundrationde (positiva) braket.

Till sist kommer vi att betrakta en (till synes) helt annan sorts representation av rationella tal,
nidmligen i form av reptrassel. Man har tva rep (sdg ett rott och ett gront) vars dndar utgor
horn i en kvadrat. I utgangsldget (som star for talet noll) gar repen horisontellt och skilda fran

varandra.
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Sedan bildar man ett trassel genom att successivt lata intilliggande repindar byta plats med
varandra. Mirakul6st nog kommer varje sadant trassel att motsvara ett brak, och omvint kan
varje brak beskrivas av ett trassel. Figuren visar trasslet for vart brak 11/14.
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