801 — Prinsessan checkar in och andra odndliga
historier

Qimh Xantcha

Sammanfattning
Oéndligt &r vad som icke &r dndligt. Men hur manga oéndligheter finns
det? En enda — eller odndligt manga?

Sa kan man formulera den fraga som hér skall utredas, och vars svar
kommer att visa sig synnerligen mérkligt. Vi inleder med att presentera
Brasses berémda bakelseproblem, for att sedan illustrera de matematis-
ka tankegangarna med hjilp av den lilla novellen Prinsessan checkar in
(vi tvekar att kalla det en saga), samt beskriva den forbluffande Kontinu-
umhypotesen, forst framlagd av Cantor och smaningom inkluderad bland
Hilberts tjugotre problem.

Sa lyder vart foredrag i resumé. Med en parafras av Blake kan vi
sammanfatta dnnu kortare: “Hold infinity in the palm of our hands, and
eternity in an hour!”

Qimh Xantcha har flera ars erfarenhet av undervisning och popular-
vetenskapliga foredrag och har i sin framtoning jamforts med Hans-Uno
Bengtsson (hos vilken han ocksa gatt i lira). Numera dr han verksam som
matematiker vid Stockholms universitet.

En fundamental fraga gillande tva méingder &r nir dessa &r “lika stora”. Vi
paminner oss en sketch fran den briljanta TV-serien Fem myror ér fler an fyra
elefanter, dar en naiv Brasse Brannstrom star i begrepp att inhandla fem stycken
graddbakelser av konditor Magnus Harenstam. Brasse har dock inget begrepp
om vad “fem” dr, men efter mycket funderande paminner han sig plétsligt att
tarna dr precis fem. Foljaktligen aker skor och strumpor av, och foten placeras
pa konditoridisken fér kontrollrikning av tarna.

“Men snélla ni, gradden surnar ju!” utbrister en férfarad Magnus Harenstam.
“Vi far ju inte ens ha hundar i butiken!”

Brasse later sig emellertid icke bekomma. Sedan han forvissat sig om att
fingrar och tar dr lika manga, dr det dags att rikna bakverken. Ett finger doppas
helt sonika i varje bakelse, och da alla fingrar har gridde pa sig, och samtliga
bakelser (“Vara finaste bakelser, med marsipan, griadde och korsbér i mitten!”,
som Magnus stonar) petats i, kiinner sig Brasse dntligen saker pa, att bakelserna
ar just fem till antalet.

Brasses forfarande illustrerar i sjdlva verket en fundamental matematisk
princip: For att jamféra tva méngder, séker man para ihop deras element. Lyckas
detta, siges mingderna vara lika stora, och ha samma kardinalitet eller mdk-
tighet. (En sddan hopparning kallas med matematisk terminologi for bijektion.)



Sjalva proceduren att rikna nagonting (ett, tva, tre, ...) &r i sjélva verket en
variant pa detta. Ridknar man elementen i en mingd — ett antal bakelser, sig
— och far dem till fem, s har man ju funnit en hopparning mellan méngden
av bakelser och méngden {1,2,3,4,5}.

Det verkligt revolutionerande intriffar dd méiingderna dr ofindliga. Lat oss
titta pa vad som forefaller vara de allra minsta, sjilvklaraste odndligheterna,
nimligen de som representeras av de positiva heltalen och de naturliga talen:

Zt =1{1,2,3,...}
N =1{0,1,2,3,...}

Ar dessa tva méngder lika stora? Ett frestande svar dr mahinda nej, ty uppen-
barligen innehéller N varje tal i ZT, och dessutom det extra talet 0. Men detta
ricker inte, ty for att visa att mingderna &r olika stora méaste vi visa att det &r
omdjligt att para ihop talen i de bada mingderna med varandra. Och i sjélva
verket later sig detta mycket enkelt goras:

Zt: 1 2 3 4

(A
N: 01 2 3

Vi drar slutsatsen att Z* och N innehéller “lika manga” tal, det vill séiga har
samma kardinalitet. Denna kardinalitet (“odndlighet”) betecknas Ry. R, aleph, ar
férsta bokstaven i det hebreiska alfabetet — jaimfor Aniaras fyrtiosjunde sang,
dér det talas om “en talmingdsfilosof och mystiker av aleftalens skola”.

Vi gar raskt vidare och betraktar méngden av samtliga heltal, det vill saga
Z:

Z={.,-2-1,012,..}

Nu opererar vi med bade positiva och negativa tal, och har, sa att sdga, en odnd-
lighet i vardera riktningen. Denna nya oéndlighet borde vil &nda vara “storre”

an N7 Men nej, sa ar icke fallet, vilket f6ljande hopparning visar:
Zt: 1 2 3 4 5
11711

Z: 01 -1 2 =2

Saledes har ocksa Z kardinaliteten Ng.
Efter de hela talen kommer helt naturligt de rationella talen Q. Denna
méangd bestar av heltalsbrak, och kan visuellt askadliggtras som foljer:
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Medan talen i Z bildar en odndlig rad, sa har vi har att gora med ett kvadratiskt

schema, med odndligt manga rader och odndligt manga kolumner — dock med
flera upprepningar, sisom exempelvis 1 = 2 = =1. Denna oéndlighet matte vil

dnda vara storre dn Ng? Men ack, vad man kan bedra sig! De rationella talen
kan ridknas upp i spiralform, som f{&ljer:

w
SV

7'?“*“ H% 3 3

? Fesed ;14
! 7 i

DRI R

R R I B

=

Nu upprepas som sagt vissa tal, men dessa stryks da helt enkelt nédsta gang de
patriffas i upprakningen. Vi erhéller féljande hopparning av Z* och Q:
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Saledes har dven Q kardinalitet Ry. Ténka sig.

Vara misslyckanden till trots, sa finns det emellertid méktigare méngder dn
Z7. Steget fran de rationella talen Q till de reella talen R visar sig fora in i
en helt ny grad av ofindlighet. Den férste som visade detta var Cantor, med ett
klassiskt och ofta atergivet bevis, som brukar betecknas Cantors diagonalforfa-
rande.

Beviset lyder som foljer: Antag att R faktiskt har samma kardinalitet som
Z7*. D& funnes det, per definition, en hopparning av elementen i dessa bada

mangder, sig:
1 < a; =2[7[1828182...
2 ap=0.10[000000...

3« az=3.141]59265...

DO

Som synes har vi markerat den n:te decimalen i a,, ovan. Utifran de inramade
siffrorna skapar vi ett nytt tal £ pa foljande vis: Om den n:te decimalen i a,, &r
1, 18t den n:te decimalen i £ vara 2. Om déiremot den n:te decimalen i a,, inte ar
1, later vi den n:te decimalen i £ vara just 1. I vart exempel far vi £ =0.112...
Med denna definition ser vi att decimalutvecklingarna av £ och a,, skiljer sig at
just pa plats n, varfor dessa inte kan vara lika. Eftersom talet £ foljaktligen inte
finns med i uppridkningen ovan, &r det inte heller en upprikning av samtliga
reella tal, och siledes inte nagon hopparning. Q.E.D.



Av detta ser vi att R har hogre méktighet &n Z™, och dess kardinalitet, som
alltsa inte dr Ng, brukar betecknas c. Det finns alltsa olika stora odndligheter
— minst tva stycken, som det ser ut i nuldget. Faktum ar att det finns &nnu
fler, odndligt manga till och med! Ty fran varje given odndlighet dr det moj-
ligt att skapa en storre, vilket dr en sats som ocksé bevisades av Cantor (med
anvindande just av diagonalférfarandet ovan).

Den minsta odndlighet som existerar ar var kdre, gamle vin Ry. Den nist-
minsta dops da lampligen till Ny, nésta till Ny, och si vidare. En naturlig fraga
i sammanhanget &r da: Var nagonstans i hierarkin befinner sig ¢, kontinuets
kardinalitet?

Den samlade matematikerkaren antog lange, med hinvisning till Guds god-
het och virldens skonhet (detta var innan konjunktiverna avskaffades), att
¢ = Ny, det nistminsta kardinaltalet. Denna férmodan erhéll namnet Konti-
nuumhypotesen, och kom forst av de tjugotre berémda problem som Hilbert
lade fram vid Internationella matematikkongressen i Paris 1900. De flesta av
dessa problem har sedan dess nadgon knipslug matematiker lyckats 16sa (till stor
berémmelse for vederbérande); dock blev svaret inte alltid vad Hilbert tdnkt
sig.

Kontinuumhypotesen var just ett sddant problem. 1963 var den avgjord —
och pé ett sitt som formodligen skulle ha fatt Hilbert att dana (ifall han fort-
farande levt da). Godel och Cohen visade ndmligen, att Kontinuumhypotesen
varken kan bevisas eller vederliggas. c inte ar lika med vare sig Ny, No, eller
nagon annan i den langa (odndliga) raden av odndliga kardinaltal. ¢ &r inte li-
ka med nagonting alls! Fragan om kontinuets kardinalitet dr, som man séger,
oavhdngig vart givna axiomsystem, det vill sdga Zermelo—Fraenkels axiom for
méngdléran (inklusive Urvalsaxiomet).

Matematikens nuvarande axiomsystem dr alltsd inte kraftfullt nog att be-
svara fragan, hur manga reella tal det finns. Systemet maste utokas, ifall detta
skall kunna avgoras. Men trots intensiv forskning har matematikerna &nnu inte
lyckats enas om ett nytt axiom, som &r kraftfullt nog att fastsla virdet pa c,
men samtidigt “naturligt” nog f6r att universellt accepteras.

Vi avslutar diskussionen om oéndligheter hér. En férbryllande fraga &r for-
stas, vad prinsessor (som titeln séger) egentligen har med saken att gora, och pa
vilka hotell de egentligen checkar in? Detta (och mycket annat) forklaras i Lars
Nystedts utmirkta bok Pd tal om tal (Instant Mathematics 1993). Hér aterfinns
bland annat historien (sagan) om prinsessan som checkar in pa Hilberts hotell,
vilket torde forklara den nagot mérkliga titeln till detta féredrag.



