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Datortomografins matematik. Om en matematisk teori med
manga nya tillampningar

Jan Boman &r professor emeritus i matematik vid Stockholms universitet. Han
har i manga ar medverkat i lararutbildningen, och han har sysslat med forskning
over matematiska problem med anknytning till datortomografi.

Datortomografi utvecklades under 1970-talet och kom i mycket allmant bruk under
1980-talet, trots att en datortomograf redan da kostade nagon miljon kronor. Att
datortomografi ar en sofistikerad och mycket effektiv teknik for rontgenundersok-
ning for medicinsk diagnostik ar i dag valkant. Mindre vélkant ar formodligen
det faktum att avancerad matematik spelar en vasentlig roll for datortomografens
funktion.

Vid datortomografi avbildar man ett plant snitt genom det omrade som man
vill undersoka. Metoden kallas darfor ibland for ”skiktrontgen”, och ordet "to-
mografi” ar bildat av det grekiska ordet "tomos”, som betyder sektion eller snitt.
Anledningen till att matematiken behdvs kan sigas vara att det dr omojligt att
direkt méata de storheter som man ar intresserad av, och att apparaten darfor i
stéallet mater helt andra storheter. Matematiken utgor forbindelselanken mellan
det man méter och det man vill veta. Det som man vill veta ar vardet pa absorp-
tionskoefficienten for rontgenstralning i varje punkt i ett plant snitt genom det
undersokta omradet. Olika slags vavnad har olika tathet och darmed nagot olika
absorptionskoefficient. Saledes kan sjuk védvnad, exempelvis tumorviavnad, ofta
kannas igen genom nagot avvikande absorptionskoefficient. Om vi kanner ett gott
narmevéarde pa absorptionskoefficienten i ”varje punkt” i det plana snittet, sa &ar
det mycket latt att med datorns hjalp rita upp en bild av snittet genom att tatare
medium ges hogre svartning pa bilden eller tviartom. Lat oss tanka oss att vi soker
vardet pa absorptionskoefficienten i varje ruta i ett rutnat bestaende av kvadrater
med 0,5 millimeters sida. Om det undersokta omradet &r en cirkelskiva med 25
centimeters diameter, sa har vi alltsa bortat 200 000 kvadrater och lika manga tal
som ska bestammas.

Problemet ar att vi inte kan mata dessa varden direkt, utom mojligen genom
att saga ut den tunna skiva som vi vill studera och genomlysa den vinkelratt mot
sitt eget plan. Men detta vill vi forstas inte gora med en levande ménniska och
inte heller med en dyrbar maskin, exempelvis en rymdraket. Vad man kan gora
ar att genomlysa skivan ¢ dess eget plan, i manga olika riktningar.

Lat oss forsoka uttrycka matematiskt den information som en sadan under-
sokning kan ge. Antag att vi skickar en rontgenstrale med kand intensitet [,
genom omradet sa som i figuren. Med en detektor méter vi den utgaende stralens
intensitet I,,;. Kvoten I, /I, r ett matt pa den totala absorptionen léngs stralens
hela vag. Om stralen passerar genom n stycken rutor med absorptionskoeficient
ai, ..., a,, dir talet n ar exempelvis 500, sa kan man sidga att vi harigenom har



matt vardet av
(1) a1+a2+...—|—an:Zak.

Vi har ddrmed fatt ett kint samband
mellan ett antal av alla de obekanta
talen.  Genom att genomlysa i
samma riktning men med paral-
lellforflyttat lige (se figuren) kan vi
fa ytterligare 500 samband. Lika
manga till kan vi fa genom att
genomlysa i den vinkelrata riktnin-
gen.

Poangen ar nu att man kan mata upp ytterligare samband mellan de obekanta
storheterna genom att genomlysa omradet i fler riktningar, exempelvis parallellt
med rutornas diagonaler. En liten komplikation blir da att det inte langre ar sa
latt att sdga hur lang vag var rontgenstrale passerar genom var och en av de sma
rutorna. Men detta gar att ta hansyn till; jag gar inte in pa dessa detaljer har. Det
finns inte heller nagon anledning att inskranka sig till rutnéatets diagonalriktningar.
For varje ny riktning som vi genomlyser omradet far vi ett stort antal nya linjara
samband mellan de sokta talen. Sammanfattningsvis, om man genomlyser den
tunna plana skivan i lat oss sidga 500 olika riktningar och registrerar cirka 500
matvarden for varje riktning, sa far man totalt 250 000 méatvarden som vart och
ett maste vara en vagd summa av ett stort antal av de okdnda talen; vikterna
i summan kommer sig som sagt av att stralen i fraga har passerat olika langt
genom de olika rutorna langs dess vag. Darmed kan problemet beskrivas som ett
gigantiskt linjart ekvationssystem med (minst) cirka 200 000 obekanta. Sadana har
vi ju goda och valkdnda metoder for att losa, och vi har utmarkta snabba datorer.
Sa problemet forefaller att vara 10st, atminstone i princip.

Emellertid vore ett sadant ekvationssystem pa tok for stort aven for dagens da-
torer, atminstone for att behandlas med standardmetoder. Ty antalet operationer
som kravs for att losa ett linjart ekvationssystem med vanlig Gausselimination
ar proportionellt mot kuben pa antalet obekanta. Och 200000 = 8 - 105, Om
datorn gor en miljard operationer i sekunden sa skulle kalkylen alltsa ta nastan
107 sekunder, det vill siga nagra manader!

Vi behover darfor en béttre matematisk analys av problemet. Det visar sig
att det ar battre att formulera och analysera problemet i kontinuerliga termer.
Vi fragar darfor ater efter virdet av absorptionskoefficienten i varje punkt i den
(tunna) plana skivan. Absorptionskoefficienten kan da betraktas som en funktion
pa skivan, det vill sdga som en funktion pa ett plant omrade. Om vi infor ett
koordinatsystem i skivans plan, kan vi alltsa betrakta den sokta funktionen som
en funktion f(x,y) av tva variabler. Nésta steg ar att uttrycka vara méatvérden i
termer av denna funktion.



Antag att vi gor en métning med hjalp av en rontgenstrale parallellt med z-
axeln langs linjen y = b. Denna strales dampning ldngs hela sin vag utgors av
"summan” av all dimpning langs dess viag genom omradet, och det &r latt att se
att i detta fall den totala dampningen maste vara proportionell mot integralen

(2) / fx,b)da.

Obervera att den andliga summan (1) skulle kunna skrivas som > | f(x;,b), dar
a; = f(x;,b) ar vardet av absorptionskoefficienten i punkten (z;, b), en punkt i den
1:te rutan langs stralens vag. Om vi betecknar den i:te kvadratiska rutans sida
med Auz;, sa dr denna summa lika med en konstant ganger Y . | f(x;,b)Ax;, ett
uttryck som vi ju kinner igen som ett narmevarde till integralen (2). Jag har inte
satt ut nagra granser, eftersom det kan underforstas att vi ska integrera over den
méngd av z for vilka (x,y) ligger inom omradet, vilket vi kan anta &r ett intervall.
Alternativt kan vi definiera funktionen f(z,y) som noll éverallt utanfér omradet
och integrera fran —oo til co.

Uttrycket (2) brukar kallas {or linjeintegralen eller kurvintegralen av funktionen
f over den rata linjen L, och betecknas

3) /L fds,

dar ds betecknar langdelementet langs linjen L och anger att integrationen sker
med avseende pa baglingden. Med hjilp av en parameterframstallning av den
rita linjen kan man ldtt definiera integralen (3) for vilken réit linje L som helst.
Darmed har vi gjort oss oberoende av koordinatsystemet och kan nu beskriva
de méatvarden som erhalls med vilken stralriktning som helst. Det matematiska
problem som datortomografen maste losa kan darmed, i sin kontinuerliga form,
uttryckas pa féljande satt:

En obekant funktion f ar definierad pa ett omrade i planet, exempelvis en
cirkelskiva. Antag att man kanner vardet av linjeintegralen |, 1 [ ds for varje
rat linje L genom omradet. Berdkna funktionen f.

I en beromd artikel fran 1917 16stes detta problem av den Osterrikiske matemati-
kern Johann Radon. I artikeln gavs en explicit formel for vardet av funktionen f
i punkten (z,y) uttryckt i virdena av alla linjeintegralerna |’ ; [ ds. Nar Radon
16ste detta problem hade han givetvis ingen aning om att losningen skulle fa vik-
tiga tekniska tilllampningar, utan han studerade problemet uteslutande darfor att
fragan var matematiskt intressant och visade sig ha en vacker 16sning. Efter utveck-
lingen av datortomografi har Radons problem och manga av dess varianter och
generaliseringar studerats intensivt av matematiker, och avbildningen L — [ . fds
kallas numera for Radontransformen av funktionen f.

Med hjalp av Fouriertransformation ar det ganska latt att forklara losningen
till Radons problem. En sadan redogorelse kréaver dock forklaring av ganska manga
begrepp och beteckningar, sa den ska inte ges hér.
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Den stora framgangen med datortomografi for medicinsk diagnostik har lett till
att samma eller liknande mattekniker har utvecklats for manga andra dndamal.
Forutom rontgenstralning anvands bland annat ultraljud, gammastralning och
elektronstralar. Méatmetoder baserade pa kdrnspinnresonans (MRI, Magnetic Res-
onance Imaging) leder till liknande matematiska problem som datortomografi.

En av de tidigaste tillampningarna av tomografiska metoder uppkom inom
geologin. Genom att registrera tidsskillnaden mellan en jordbdvning i en punkt A
och den seismiska vagens ankomst till en annan punkt B for ett stort antal par av
punkter A och B berdknar man utbredningshastigheten for seismiska vagor i olika
punkter i jordens inre och drar déarav slutsatser om den fysiska beskaffenheten hos
jordklotets inre delar.

En snarlik teknik anvands fér malm- och oljeprospektering. En explosion ar-
rangeras vid jordytan, och tidpunkt och styrka hos reflexerna mats med detektorer
vid ett stort antal punkter pa jordytan. Experimentet upprepas med ett antal an-
dra ldgen for explosionen. Med utgangspunkt fran dessa méatdata forsoker man
berdkna beskaffenheten hos jordlagren under matomradet.

Inom industrin anvands tomografiska metoder for produktkontroll och pro-
cesskontroll.

Elektronmikroskopi kan framgangsrikt kombineras med tomografi genom att
provet genomlyses med elektronstralar i ett stort antal riktningar.

Manga fler exempel skulle kunna ges. Omradet utvecklas mycket snabbt.
Sokning med Google pa "tomography” ger 17 miljoner traffar!

Litteratur
Wikipedia: ”"Tomography”  (http://en.wikipedia.org/wiki/Tomography), eller
?Computed tomography” (http://en.wikipedia.org/wiki/Computed_tomography).



