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Dynamisk geometri med GeoneXt

Per-Eskil Persson ar fil. lic. i matematik och ldrande och ar verksam vid Lararutbildningen
inom Malmo Hogskola. Han har en mingarig erfarenhet som gymnasieldrare och bedriver
forskning kring algebraldrande frémst inom denna skolform.

Hjarnan annu i mig vrides;. nér jag tanker pa Euklides; och pa de trianglarna ABC och CDA.
Svetten ur min panna gnides; varre an pa Golgata. (Carl-Michael Bellman ,1740-1795)

Bakgrund

Niér realskolan och folkskolan pa 1960-talet ersattes med grundskolan maste man revidera och
fordndra i kursplanerna. Den nya skolan skulle ju omfatta alla elever, bade de som skulle gé
vidare med teoretiska studier och de som skulle ut i1 arbetslivet direkt efter skolan. Ocksé
matematikdmnet fick genomgé en djupare granskning for att ta bort moment som ansags
gamla och forlegade. Det var vidare nodvindigt att bereda plats for nya, moderna moment
som sannolikhetslira och statistik, som inte tidigare ingétt i &mnesplanerna.

Euklides geometri hade varit grunden for all geometriundervisning sé ldnge sddan hade bedri-
vits. I skolan utférde man samma konstruktioner, anvinde samma definitioner och larde sig
samma bevis som i de ursprungliga bockerna i Elementa, som dr skriven c:a 300 f.Kr. Alla
skolgossar (vilket det nistan enbart var) maste dga minst tva bocker, katekesen och Euklides.
Man lirde sig geometri genom att ldra sig satser och bevis utantill och att upprepa samma
konstruktionsritningar som i Elementa. Skolgeometrin hade alltsa inte fordndrats pd mer an
2000 ar!

Elementa &r ett unikt verk, som utgor sjalva urmodellen for hur en teori deduktivt byggs upp
frdn axiom och postulat till satser och konstruktioner med hjilp av logisk bevisféring. Men
bevisforingen sker retoriskt och 1 en viss foljd, och att tvinga gossar att memorera ett stort
antal sddana textfoljder kunde ofta resultera i en sadan fortvivlan som Bellman gett uttryck
for. Att med laborationer, utférda med datidens (och Euklides!) verktyg, undersdoka geomet-
riska samband och sjélv upptédcka satser och konstruktioner var naturligtvis méjligt. Men det
ansdgs vara sloseri med tid, eftersom datidens ldrandeideal var att teoretiskt ta till sig vad
andra redan upptickt.

De nya ldroplanerna inneholl inte nagon euklidisk bevisforing, och satser med bevis kom over
huvud taget att bli sdllsynta. Konstruktionsritning, i den man den fanns kvar, forvisades till
bilddmnet. Négra satser, t.ex. vissa vinkelsatser, likformighetssatser och Pythagoras sats, re-
laterades men utan att eleverna skulle kunna bevisa dem. Betoningen inom geometrimomentet
kom istéllet att ligga pad médtningar och berdkningar av vinklar, omkrets, area, volym, etc.
Numera finns 1 normalfallet vildigt lite av undersdkande geometri i undervisningen. Elevers
kunskaper bygger i stort sett pa att man lért sig vissa formler utantill, och det visar sig ocksa
ofta 1 att de har svart att halla isér begreppen. Manga ldrare kan vittna om hur elever ofta
forvaxlar omkrets med area, hur de har svart att uppticka likformighet med flera problem.

Hur ska man d4 komma tillrdtta med dessa problem? Svaret ér att elever maste f& mojlighet
att aktivt och laborativt bearbeta olika geometriska objekt, att fa stdlla hypoteser om lagar och
samband, att f4 argumentera for att dessa dr sanna och kanske dven fi gora enklare bevis
(gérna grafiska!) for sambanden. Problemet &r naturligtvis att fa undervisningstiden att ricka
till.



Dynamiska geometriprogram

Niér datorerna gjorde sitt intdg i skolan hyste man stora forhoppningar om att de skulle kunna
forbéttra matematikundervisningen. Men geometriprogrammen var oftast statiska och gav inte
mycket extra hjilp, utom for ganska rutinmissigt lirande av samma typ som ldrobdckerna
redan kunde ge. Man behovde ndgot nytt, och 1988 kom den forsta versionen av Cabri
Géometre, ett dynamiskt geometriprogram. Arbetet initierades av matematikern och dataveta-
ren Jean-Marie Laborde som ett Oppet program for undersékande av geometriska objekt och
deras samband (Cabri History, 2007).

Cabri har fitt stort genomslag i matematikundervisningen i stora delar av Europa, och
anvinds 1 manga ldnder redan fran de ldgre &ldrarna i grundskolan. I vissa ldnder har staten
kopt en landslicens for programvaran sa att alla skolor fritt kan anvdnda den. Hur fir man da
tiden? En forskare som undersokt detta dr Assude (2005), som analyserar problemet och
beskriver hur ldrarna medvetet maste satsa av sitt tidskapital (tillgénglig undervisningstid) for
att vinna didaktiskt tid (tid da begreppsutveckling sker). Nodvandigt ar da att fordndra sin
”vanliga” geometriundervisning for att ratt kunna utnyttja de didaktiska vinsterna. Resultaten
av forskningen visar att detta 16nar sig!

Anvindningen av dynamiska geometriprogram som ett verktyg for ldrande bygger pa
Vygotskijs teorier om artefakter och mediering. Programvaran fungerar som ett instrument for
semiotisk mediering for att uppna det Vygotskij bendmner internalisering av kunskaper.
Mariotti (2000) och @ven Falcade, Laborde & Mariotti (2007) har utforligt beskrivit hur dessa
processer gynnas av anvdndningen av Cabri. Vildigt mycket av den forskning som bedrivits
kring denna typ av programvara handlar just om Cabri, vilket ar forstaeligt eftersom den var
forst. Men det finns ocksé en del skrivet om Geometers’s Scetchpad, som har skapats i USA
och anvénds 1 amerikanska skolor. Inga principiella skillnader finns emellertid i hur de bada
programmen fungerar, och forskningen kring Cabri kan litt generaliseras.

Cabri och Geometer’s Scetchpad har haft timligen litet genomslag 1 Sverige, och en av for-
klaringarna till detta &r att de &r kommersiella program som kostar en hel del att kopa in till en
skola. Budgeten for matematikdmnet dr ofta snalt tilltagen och riacker ibland knappt till l4ro-
bocker. Aven om liraren skulle vilja anviinda Cabri finns det inte ndgon ekonomisk méjlighet.

Vid universitetet i Bayreuth borjade en projektgrupp 1999 utveckla ”Geonet”, som inneholl
dynamiska arbetsblad. Ar 2003 konstruerades efterfoljaren GeoneXt med helt nya verktyg,
liknande dem i Cabri, och sedan har utvecklingen fortsatt med forbéttrade versioner. Forut-
sattningen var att GeoneXt skulle vara freeware, dvs. helt gratis att installera och anvidnda pa
hur manga datorer man vill (GeoneXt, 2007). Programmet finns i ett antal sprakliga versioner,
men tyvidrr dnnu inte pa svenska. Men den engelska versionen gér oftast bra att anvénda i
svenska skolor.

Konstruktioner

Vad ar det da for typer av konstruktioner man kan gora
med dynamiska geometriprogram? Ja, fragan ska kan-
ske snarare vara vad man inte kan gora. De klassiska
verktygen passare och linjal finns naturligtvis kvar i
form av cirklar, linjer, strickor etc. Men vissa rutin-
méssiga konstruktioner som exempelvis mittpunkt,
normal och bisektris har givits egna kommandon. I
figuren visas konstruktionen av den omskrivna cirkeln
till en triangel.

For triangeln ABC har mittpunkterna pa sidorna, D, E



och F konstruerats med mittpunktsverktyget, darefter har normaler till sidorna uppritats med
normalverk-tyget. Man upptédcker dd att mittpunktsnormalerna skér varandra i en punkt, G.
Om sedan en cirkel uppritas med G som mittpunkt och exempelvis GA som radie, kommer
den ocksé att g genom B och C.

Men ir det kanske en ren hidndelse, beroende pé hur den forsta triangeln ritades? Det &r har
dynamiken kommer in. Genom att ’ta tag” 1 en av punkterna A, B eller C och dra kan vi {or-
andra triangeln hur vi vill och se att konstruktionen ar hallbar. Cirkeln gé alltid genom punk-
terna hur vi dn gor! Detta “dragverktyg” ar det som speciellt utmérker dynamiska geometri-
program (Mariotti, 2000). Och for att en konstruktion ska vara hallbar maste den klara ”drag-
testet”. Kvadraten ABEC ér inte hallbar i det foljande ndr man drar i E:
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Nagot som ar tdmligen besviérligt med passare och linjal dr transformationer av olika slag:
spegling i linje och i punkt samt parallellforflyttning. Dessa finns som enkla verktyg i

GeoneXt, och man kan med dem undersdka symmetrier och gora tesseleringar. S& har kan en
tesselering av kongruenta trianglar gestalta sig:

Naturligtvis kan man dven gora métningar i figuren av strickor och vinklar, och med dessa
kan man utfora berdkningar. Hér dr det mojligt for elever att uppticka samband av olika slag,
och ocksa ldgga grunden till mer eller mindre formella bevis. Bevisforing kan introduceras i
grundskolan senare &r och byggas
vidare pad 1 gymnasiets kurser. ——
Mariotti (2000) och dven Marrades
& Gutiérrez (2000) har beskrivit
hur  15-16-4ringar 1  social
interaktion stéller hypoteser, som de
undersoker med Cabri och sedan
konstruerar bevis. Sinclair (2003) |[<cre=s118°
visar hur 17-18-4ringar arbetar med
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forkonstruerat material med malet att eleverna ska forstd skillnaden mellan att stélla hypote-
ser, argumentera och bevisa.

Ovan visas en konstruktion for att upptdcka och bevisa lagen om triangelns vinkelsumma.
Vinklarna o, och y markeras och mits, och deras summa berdknas (uppe till hdger). Det visar
sig att summan blir 180° hur man an flyttar hornen pa triangeln. Dérefter konstrueras linjen
DE, som é&r parallell med sidan AB, och dir upptrdder vinklarna B och y igen (som alternat-
vinklar)! Utifran detta kan ett bevis fullbordas.

GeoneXt ger ocksd mojlighet att arbeta med funk-
N [Kurvan y = 2sin i

A tioner, och &r pd den punkten mycket mer anvéndar-

| pHmingR @ tangenten | pupiden P ar 133 vénlig dn Cabri. Skillnaden mot t.ex. vanliga graf-
T Nos s raknare dr att man kan undersoka funktioner dyna-
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miskt och dven skapa animationer. Bredvid &r ett
exempel pé en sinuskurva med tangent. En anime-

2L i 3“‘ : E | ring av punkten P gor att denna glider ldngs kurvan
/7 tillsammans med tangenten. Koordinaterna for P och
] NN tangentens lutning kan hela tiden avldsas och

animeringen kan frysas i vilket lige som helst.

Undervisning

Det framkommer i alla de undersokningar jag hittills refererat till att framgang med att an-
vianda dynamiska geometriprogram helt dr beroende pé lararens kunskaper och arbetssétt och
pa att hon/han aktivt arbetar med att knyta elevernas erfarenheter frin skdrmen till de mate-
matiska begreppen och den formella matematikteorin. Annars riskeras man att GeoneXt-
ovningarna bara blir roliga aktiviteter som eleverna inte klarar att omsétta i matematiska kun-
skaper och fardigheter. Man maste ocksd omprova sitt sitt att presentera geometrin, kanske
kasta om ordningen som nya begrepp infors i, etc. Det finns ocksa goda introduktioner till hur
man utvecklar ett geometritinkande utifran undersdkande aktiviteter, exempelvis Johnston-
Wilder & Mason (2005).
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