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Hur kan minus minus bli plus?

Cecilia Kilhamn &r larare i matematikdidaktik vid Goteborgs Universitet och haller pamed ett
avhandlingsarbete om forstéelse av negativatal.

Naturliga och onaturliga tal

De positiva heltalen kallas for de naturligatalen, och i motsatstill dem kan man beskriva de
negativatalen som onaturliga. Ur matemati khistoriskt perspektiv tog det mycket Iang tid for
de negativa talen att accepteras som tal med samma status som de positiva heltalen. Aven om
det finnstidiga exempel pata av motsatt kvalitet (exempelvis utgift i motsatstill inkomst) sa
tog det till mitten av 1600-talet innan dessatal erkéndes som véldefinierade matematiska
objekt. Ur ett historiskt perspektiv &r det kanske inte sd konstigt att vara elever i sitt forsta
mote med negativatal far samma kanslor infor dem som 15- och 1600-talets stora
matematiker som kallade dem "fiktiva’, " defekta’, "falska” och " absurda’. Fragan & om vi
tar elevernas kanslor infor talen paallvar och ger utrymme for funderingar kring talens
egenskaper eller om vi presenterar de negativa talen som om de ocksa vore helt naturliga. Jag
kommer hér att presentera en del resultat fran studier rorande negativatal och diskutera
undervisning i relation till dessa resultat.

Taluppfattning i skolér 6

| Sverige kommer de negativa talen som formella matematiska obekt att kalkylera med
vanligtvisini undervisningen forst i arskurs 8. Internationel It sett &r detta valdigt sent. | en
intervjustudie med elever i Slutet av arskurs 6 fick eleverna svara pafrégan: " Vilket &r det
minstatalet som finns?”’. Ett av de vanligaste svaren var "noll komma noll och sd en massa
nollor och sen en etta” (0,000...1). Ett tal for dessa elever ar alltsa fortfarande ndgot
substantiellt, ”mer an ingenting” Vissafunderar vidare och sager "noll” men till&gger att " det
ar ju egentligen inget tal” , ” det raknasinte” , ” det &r ju inget vart” . Nagra elever anser att
det minstatalet & 1, ndgra sager att det & O, och nagra enstaka sageratt det ar " ett stort
minustal”.

Talens inbordes storlek &r en aspekt av taluppfattningen dar vart sprakbruk ar lite
konfliktfyllt. Dels sager vi att (-4) & minder an (-2), och dels sager vi att (-4) &r ett storre
negativt tal &n (-2). Formellt matematiskt &r det forsta korrekt (-4 < -2), meni deflesta
konkretiseringsmodeller av negativatal anvands det andra. 4 kronor ar en storre skuld an 2
kronor. -4°C & mer minus an -2°C, osv. De elever som har en tydlig bild av tallinjeni sin
mentala verktygslada klarar ganska bra att storleksordna &ven negativa tal salange de bara
jamfor de negativatalen med andra negativatal. Nar elevernai intervjun ombads
storleksordnatalen (-2) och 1 blev det svérare. De elever som sa att (-2) var storre én 1
motiverade det med att "1 & narmare 0", "2 ar mer an 1" eller att (-2) inte betyder ndgonting
for det maste sta ndgot framfor minustecknet.

En annan aspekt av forstaelsen av negativatal ar forstéelse av subtraktion. Stélldainfor fragan
om5-4=4-5 & sant eller inte svarade manga av elevernai intervjun att det var sant. Nar
uppgiften 2 —5 = gavs som huvudrakning dér svaret skulle sagas direkt svarade néstan alla
elever att det blev 3, medan nér det senarei intevjun fick fundera en langre stund kring
uttrycket 3 — 7 uppgav mangaistallet svaret " det gar inte”. Bada svaren har sina
begransningar i métet med negativatal. Kunskapen om att subtraktion inte & kommutativt ar
en forutséttning for att vi skakunnainseatt 7—3=4men3—-7=-4.

Om strévan &r att eleven ska forsta att " minus minus blir plus® tror jag det ar i arbete med

tal uppfattningen som undervisningen bor ta sin utgangspunkt.



Lararstudentersldsningar av uppgiften (-3) — (-8) =

Blivande lararei matematik for yngre dldrar (med gymnasiets matematik A som férkunskap)
fick i en undersokning skriftligt 16sa uppgiften (-3) — (-8) = samt uppge hur de tankte och hur
sakrade var pasin I6sning. 30% av studenternafick fel svar pa berakningen, det vanligaset
felakiga svaret var (-11) och manga av dem som svarat sa uppgav sig vara sakra eller ganska
sakra pa sin |6sning. Studenterna redovisade olika tankestrategier dér somliga resonerade
metaforiskt med hanvisning till en konkret modell och andra forde ett rent

symbolimanipul erande resonemang utgdende fran olika rakneregler. Frekvensen av felaktiga
svar var ungefar lika stor i de bada grupperna. | de foljande avsnitten visas en del av
studenternas forklaringar.

Termometern
Exempel paforklaringar: (-3) — (-8) = (-11)

« Omjag har -3 paen termometer. Tabort 8, dablir det -11.

o —élikamed+  (8+3=11) tank termometern

« Paentalinje eller termometer tanker jag var (-3) & placerad och fortsitter med (-8)

till -11

» Jag tanker mig termometern och att den sanks ytterligare 8 grader. (helt séker)
Subtraktionen (-3) —8 = (-5) kan med termometern forklaras sa har: fran minus 3 sjunker
temperaturen 8 grader, da hamnar vi pAminus 5. Men hur forklarar man subtraktionen (-3) —
(-8) =57 Svarigheterna med termometern som modell &r att den inteinnehdller ndgra
naturliga situationer som svarar mot subtraktion av ett negativt tal.
Subtraktion patermometern &r nar gradtalet sjunker, men det kan inte sunka ett negativt antal
steg. Termometern eller rorelse langst tallinjen var den vanligaste modellen bland studenterna
I undersokningen. Andra likartade modeller med precis samma svaghet & glaciaren, hissen
och trappan. Problemet med modellerna &r att de inte kan hantera
ett negativt b i uttrycket a—b = c. Temperaturen kan inte gunka eller stiga med minusgrader.
Glaciaren kan inte smélta undan ett negativt antal meter. Hissen kan inte aka upp eller ner ett
negativt antal vaningar. Det kanske & uppenbart for |araren att man har maste tillgripa en
annan strategi, men & eleven medveten om det? Att inse nér en modell inte langre &
anvandbar hanger ocksaihop med taluppfattningen. Modellen skainte bara vara ett verktyg
som "talar om hur jag gor”. Eleverna méaste forsta pa vilket sétt modellen & en modell av
talen innan den med forstéel se kan anvandas som en modell for subtrakton.

Pengar
Exempel paforklaringar: (-3) — (-8) = (-11)

* Forst & man skyldig 3 kr sedan blir man skyldig ytterligare 8 kr.
| motsatstill termometern som gér tillbakatill en rumslig metafor dar tal representerar
punkter paen linje, sa bygger pengamodellen pa en metafor dér talen representerar objekt i en
mangd. Det finns positiva objekt, dvs pengar, och motsatta/negativa objekt, dvs skulder.
Subtraktion brukar i en sddan modell vanligtvis vara att man tar bort objekt. Det finns inte har
nagon koppling till en vardaglig forstaelse av vad det innebér att ta bort en skuld om jag inte
har en skuld till att bérjamed. Om jag har en stor skuld och tar bort en del av den kan jag
beskriva det matematiskt med (-35) — (-20) = (-15). Har hanterar vi negativatal pa samma satt
som kineserna gjorde fér 2000 ar sedan, dvs som positivatal av en annan kvalitet. Vi tanker
35— 20 = 15 men det & skulder (minustal) vi pratar om. Svarigheten uppstar nér vi ska
passera nollan. | uppgiften (-3) —(-8) = skavi ta bort en skuld pa 8 frén en skuld pa 3. Det
gor vi adrig i vardagen.



Ett annat sétt att hantera subtraktion i den hdr modellen &r att se subtraktion som jamforel se.
Vi kan jamfora tva personers ekonomi. Om jag har 7 kronor och du har 5 kronor s kan jag
beskriva den skillnaden matematiskt som 7 — 5 = 2 och se att skillnaden & 2. Har uppstéar
problemet nar vi vill att eleverna skaforstaatt 5—7 = (-2). Vi brukar aldrig beskriva
skillnader som positiva eller negativa, det framgar istéllet av sammanhaget. Skillnaden i talat
sprék mellan 5 och 7 & samma som skillnaden mellan 7 och 5. Den &r 2 i badafallen.
Aterigen handlar det om att gora eleven medveten om hur lange en modell & anvandbar och
vilka aspekter av talen som kommer till uttryck i modellen. Varje modell eller metafor belyser
vissa aspekter men doljer andra

Réakneregler
Exempel paforklaringar: (-3) — (-8) = (-11)
Jag tog bort parenteserna och sen plussade de tva siffrorna och sen fick jag sétta—
framfor siffran.
« Jag vet att flera pa varandra féljande minustecken vid en del fall resulterar i plus
» Jag adderade 8 och 3 bara satte ett minus framfor. Talen & i parentes, sidatar deinte
ut varann och skabli addition.
e Jag adderar -3 och -8. Blir -11.
Tanken att det & battre med regler an konkretiserande modeller nér det géller undervisning
om negativatal ar ganska l&tt att forsvara eftersom alla modeller har brister och
begransningar. Problemet med rékneregler &r att man sa l&tt glommer bort dem, blandar ihop
dem eller anvander dem fel. Aven har handlar det om att ha en brataluppfattning. Vad man
ska gora med de olika minustecknen och om de tar ut varandra eller € beror pavad de star
for. Tva minustecken efter varandrai det har rakneexemplet blir ett plus pa grund av att
subtraktion av ett tal & detsamma som addition av det motsatta talet. For att forsta en sadan
matematisk forklaring behdver man forsta del's vad som menas med motsatt tal och dels hur
subtraktion och addition forhdller sig till varandra. For studenterna som citerats har ovanfor ar
det oklart vilka tva minustecken som tillsammans blir ett plus och vad man i safall skagora
av det tredje minustecknet. Det hjdper dem inte att de kommer ihag regeln.

Implikationer for undervisning om negativa tal
Verkligheten & inte sa bra som modell for subtraktion av negativatal och det &r viktigt att
man inser begransningarna med alla de modeller man tar upp i undervisningen. Nyttan med
att forsta subtraktion av negativatal ligger intei verkligheten utan i den abstrakta
matematiken. For att kunna forsta abstrakta matematiska forklaringar & det oerhort vasentligt
att eleven har en bra taluppfattning. Taluppfattningen behtver problematiseras och da kan det
historiska perspektivet varatill en hjélp. Lat eleverna fundera och prata om hur de sjévavill
|6sa exempelvis 3-7. Om de enas om att det blir -4, be dem fundera éver hur -4 ska kunna
fungerai andra sammanhang. Vad &r -4 for ett konstigt tal egentligen?
Glom inte bort att ta reda pa var eleverna star nér de méter de negativa talen!
Vilkametaforer anvander de nér de ténker patal?
Vilkaideer omtal har de att utga fran?
Vad & ett tal?
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