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Inledning

En graf kan liknas vid ett vignit i en karta. Denna liknelse for tankarna till en rad praktiska
problem, exempelvis kortaste vigen mellan tva platser, trafikkapacitet hos ett nitverk och att
organisera ett distributionsschema. Mer langsokt ar fyrfargsproblemet: Hur méanga farger
behover vi for att farglagga en karta sé att inga grannldnder far samma farg. Vi kan ocksé
stdlla sig begreppsliga fragor sdsom om och hur vi definierar ”diameter” hos en graf.

Nagra grundl&ggande begrepp

Det brukar sdgas att Gud skapade och Linné systematiserade. Enligt Bibeln fick Adam och
Eva uppdraget att namnge djuren. P4 motsvarande sitt har matematikerna tagit pa sig alla
dessa uppgifter; att skapa begrepp, namnge dem och sedan systematisera dem i satser. I borjan
av en matematisk teori behovs dérfor namn och definitioner pé en del grundldggande begrepp.

En graf &r ett natverk och for att beskriva nitverket anviander matematikerna begreppen horn
och kanter. Ibland anvénds synonymt orden noder och bagar. Ett horn kan liknas vid ett
véagskil och en kant vid vigen mellan tva horn. Tillsamman bygger horn och kanter en graf.

Ytterligare begrepp ér riktad graf — kanterna far anvindas i bestdimda riktningar och ar alltsa
inte dubbelriktade. V&g — en serie av kanter som tillsammans forbinder tva horn. Cykel — en
védg som borjar och slutar i samma horn. Tréd — en graf utan cykler. Grannar — horn med
endast en kant mellan sig. LOOp — en kant som bdrjar och slutar i samma horn.

Minsta uppspannande trad

Ett uppspénnande trad innebar att férbinda antal platser/orter med kabel/védgar. Naturligtvis
ska forbindelserna inte dras onddiga omvégar utan vara sé korta som det ar rimligt for att
hélla kostnaden nere. Givet olika alternativ for installationen, hur ser det billigaste nétverket
ut?

Det gér inte alltid att se en direkt 16sning. Istéllet behovs en vélgrundad strategi for att 16sa
detta problem. Ett forslag kan vara att sortera forbindelserna efter installationskostnad med
den billigaste forst och vilja ut dem som bygger ett trad. Ett annat forslag kan vara att borja i
en godtyckligt vald plats och sedan séka upp den plats som &r billigast att ansluta tills alla ar
anslutna. Dessa principer anvinds i Kruskals och Prims algoritmer. Aven om bada dessa
principer kan tyckas vara vanligt sunt fornuft, sa racker de till for att bevisa att, bada
metoderna verkligen ger ett minsta uppspénnande trid. Beviset bygger pé induktion, som
ingar forst 1 gymnasiets kurs “diskret matematik™. Vi ser att starttradet &r minimalt (endast ett
horn och inga bagar) och antar att detta géller dven 1 steg nummer K i algoritmen. Algoritmens
konstruktion visar da att &ven nésta steg dr det minsta av alla mdjliga trdd. Dédrmed ar
induktionsbeviset genomfort.



Kortaste vag

Du ska firdas frn A till B och har en karta med flera végalternativ framfor dig. Vilken véig ar
kortast? Hér &r det inte alltid uppenbart vilken vig som &r kortast, varfor vi sjdlva far
formulera nagra strategier. Ett forslag dr att borja i A och gé till nista ndrmsta védgskél. Fran
detta vagskal gér vi vidare till nista ndrmsta vigskal etc. Nackdelen &r att vi kanske gar
igenom minga smévigar som sammanlagt kanske inte dr den kortaste vigen. Det behovs
alltsd en annan strategi. En strategi kan vara att systematiskt soka av alla mojliga
kombinationer av végar fran A till B. Nackdelen &r att det blir snabbt blir manga alternativ att
undersdka. En smart variant av detta &r att endast ta reda pé vilket billigaste ytterligare delmél
du kan né frén de redan nadda. Dijkstra har gett namn at den algoritm som anvénder denna
princip. Algoritmen kan liknas vid att ge en elev 1 krona att disponera for en resa med start i
A och be eleven bokfora vilka platser reskassan ricker till. Eleven fir sedan ytterligare en
krona i taget och uppdaterar vilka nya resmal pengarna racker till. Detta upprepas tills B ar
nadd. Beviset for att denna algoritm ger en kortaste vig dr dven hér ett induktionsbevis.

En viktig frdga dr hur ménga steg en algoritm behdver. Eftersom Dijkstras algoritm erdvrar ett
nytt horn och forbrukar en kant i1 varje steg, sa begransar dessa antalet steg. Men vilket ar
minst av antalet horn och antalet kanter. Om grafen &r sammanhéngande maste det ju finnas
minst en kant mellan varje horn. I sa fall &r antalet kanter > antalet horn minus ett.

Varianter av problemet kortaste vag

En vdg behover ju inte endast vara kortast till strickan. Malet kan dven vara att hitta den 1 tid
snabbaste vdgen, den energisndlaste vigen etc. Alla dessa har gemensamt att en summa ska
minimeras, vilket ju Dijkstras algoritm gor. Den ar alltsd vad matematiker kallar generell.
Men om en motorcykelvig ska vara kurvig och podngsatts efter detta, dar mest kurvor ger
hogst podng, hur fungerar algoritmen da? Har behdvs matematisk kreativitet. Antingen far vi
sdtta podngen 1 bakvdnd ordning eller sd kan vi berdkna 1/poéngen. Da motsvarar lagst podng
den kurvigaste vigen och Dijkstras algoritm kan anvindas.

En vig till skolan ska naturligtvis vara sdker, vilket kan métas som sannolikheten = 1 —
olycksrisken. Upprepade sannolikheter ska multipliceras och produkten ska maximeras.
Denna variant motsvarar att byta “minimera summan” mot att “maximera produkten”.

Minkostnadsflode och Transportproblem

En butikskedja har ett antal lager och butiker. Varje vecka ska butikerna férses med en viss
méngd varor. Hur ska Hur ska transportbilarna kora for att minimera transportkostnaderna?
Detta problem kan ritas som en bipartit graf. Det betyder att transporterna gar endast fran
lager till butik och inte mellan lager — lager eller butik — butik. En metod att 16sa detta
problem dr att modifiera algoritmen for kortaste vig sa att den hittar en billigaste vdg och
anvinder denna i forsta han tills ett lager dr tomt eller butiken fylld. Steg for steg hittar
algoritmen billigaste aterstaende vig tills butikernas efterfrdgan ar fylld.

Att uppfinna nya begrepp som beskriver en graf

Har grafen ndgon diameter och hur skulle vi kunna definiera den? En diameter hos en graf
skulle kunna vara den vanliga geometriska diametern, men ett alternativ ar att definiera
diametern hos en graf som det lingsta minimala avstdnd mellan tva horn. Att definiera det
enbart som det ldngsta avstandet mellan tva horn gor det frestande att g omvéagar mellan de
tvd hornen, och far ju en graf med cykler odndlig diameter, vilket skulle gora definitionen
anvéandbar endast pé trdd, eftersom de har endast en vig mellan varje par av noder. Kan vi
definiera radien hos en graf pa motsvarande satt?



Kan en graf beskrivas i variabler och ekvationer? Ja faktiskt. Tolka varje kant som en variabel
och varje horn som en ekvation. Om i ett minkostnadsflode kanterna x;, X», gér in i ett horn
och kanten x5 gar ut frin samma horn sa géller ekvationen x; + x, = x3. Detta 4r samma som
Kirschhoff’s stromlag dér strommen x; + X, kommer in i forgreningen och strommen x3 gar
ut.

Hur ménga kanter kan en enkel graf (dvs. utan loopar och parallella kanter) ha? Det ar lika
ménga som antalet diagonaler och sidor i motsvarande polygon. Givet en graf kan vi rita om
den pé foljande sétt: Léagg till alla diagonaler och sidor i motsvarande polygon och tag bort
grafens ursprungliga kanter. Vad ska vi kalla en sddan graf? Matematikerna har valt att kalla
den komplementar graf.

Ett annat sdtt att rita om en graf dr att tolka den som en karta dér en kant &r en grians mellan
tva ldnder och hornen &r platser dir granserna mellan flera linder méts. For enkelhets skull
kan vi borja med en karta. Varje land har en huvudstad. I en gemenskap mellan olika lénder,
exempelvis EU, behover vi en vdg mellan varje huvudstad och dess grannlédnders huvudstad. I
EU-grafen suddar vi sedan ut grianserna eftersom varor, tjanster, mianniskor och kapital far
rora sig fritt 6ver dessa. Den nya grafen som kallar matematikerna den duala grafen. Denna
omritning av en graf mdjliggor 16sningen av fyrfargsproblemet. Den klassiska formuleringen
lyder: Ricker det med fyra farger for att fargldgga en karta sé att inga grannlédnder far samma
farg? Problemet 16stes forst 1977 genom att en dator fick rdkna igenom alla mdjliga fall. Svar:
Det rdacker med fyra farger.
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