108
Parlor i Kombinatorisk Geometri
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K ombinatorisk geometri & en av de mindre k&nda grenarnainom modern matematik. A andra
sidan & problem som betraktasi amnet ofta lang ifran nya. Betraktatill exempel det klassiska
Newtons problem ként under namnet Kyss-problemmet:

Vilket & det storsta antalet enhetssfarer i R® som samtidigt tangerar en given enhetssfar? Hur
&r det allmannasvaret i R" for varjen > 1?

Den klassiska delen av kombinatorisk geometri handlar ofta om omsesidigt forhallande
mellan punkter och linjer i planet, punkter och plan i rymden osv. En klassisk frégestallning
ar Separering av punkter i planet med linjer eller andra kurvor, till exempel:

Givet & 2n+3 punkter i planet (n > 1), sadana att ingatre ligger paen linje och ingafyra
ligger paen cirkel. Visaatt det alltid finns en cirkel C som passerar genom tre av de givna
punkterna och separerar de dvriga 2n punkter: n punkter finns painsidan av C och n pa
utsidan av C.

Ett annat populart forskningsomrade kan sammanfattas med namnet Far glaggningspr oblem.
Exempel parelativt enkla problem i detta sammanhang &r:

a) Varje punkt paen cirkel fargasrod eller svart. Avgor om det sakert kommer att finnas tre
punkter A, B, och C pa cirkeln som & méalade med samma farg och som &r sadana att
triangeln ABC &r

i) rétvinklig

ii) liksidig

iii) likbent

b) Antag att varje punkt i planet tilldelas en av tva farger. Visa att man kan finnafyra
punkter A, B, C och D som har tilldelats samma farg och som &r sddana att ABCD &r en
parallellogram.

Samtidigt & det i farglaggningsproblematiken néaratill mycket svara och, ofta, Gppna
fragestallningar. Ett sddant svart problem &r fragan om det Kromatiska talet for planet
(CNPY):

a) Varje punkt i planet tilldelas en av tva farger. Visa att det altid kommer att finnas tva
punkter som tilldelades samma farg och som ligger pa avstand 1 fran varandra.

b) Varje punkt i planet tilldelas en av tre farger. Visaatt det alltid kommer att finnas tva
punkter som tilldelades samma farg och som ligger pa avstand 1 fran varandra.

c) Till varje punkt i planet tilldelas en av Sju farger. Visa att det kan goras pa ett sadant sétt att
det inte kommer att finnas tva punkter som tilldelades samma farg och som ligger pa avstand
1 frén varandra.



Den kanske mest kanda satsen i Kombinatorisk geometri &r den klassiska satsen av Eduard
Helly (1926):

Lét B ={By, By, ..., B¢} varaen familj av konvexa delméangder till R", (k > n+1), sidan att
mangdernai varje delfamilj till B bestdende av n+1 mangder har en icke-tom skarning (minst
ett gemensamt element). Da &r skarningen av alla mangder i B icke-tom.

For n = 1 |dter satsen ganska trivialt:

Lat B ={By, By, ..., By} varaen familj bestdende av minst tva konvexa mangder palinjen
(altsaintervall), sadan att varje tvd av mangdernai B har en icke-tom skarning. Daar
skarningen av alamangder i B icke-tom.

Vi kommer att ga genom fleratillampningar av denna sats. Darefter kommer det att ndmnas
flera andra Overraskande (och forhoppningsvis | &ttbegripliga) resultat som

| soperimetriska problemet (Vilken av alaplanafigurer med omkrets 1 har den storsta
arean?), Mangder med konstant bredd, Bor suks férmodan, mm.



